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Rozwigzanie zadania F 1100.
Masa czasteczki uotu wy

si

mny = (2AN/Na) g. Energia wigzania
takiej (:Z;pt(‘(:xlci przez pole grawitacyjne
Ziemi wynosi (G to stata grawitacyjna,
M to masa Ziemi):
" GMmpy B
g = — = -—mpngR.
7 R

Srednia energia kinetyczna ruchu
cieplnego wynosi Ey = 3kT /2. Stosunek
tych energii wynosi:

Eq| 2mngR

Ey, 3kT

Liczbowo |E,/E}| ~ 468. Energia
kinetyczna ruchu cieplnego odpowiada
pracy potrzebnej do podniesienia

czasteczki azotu na wysoko$é h nad
powierzchnig Ziemi:
3kT
h = - .
2gmn

Liczbowo h =~ 13,6 km.

Rys. 1. Wedlug typowego Gryfona
powyzsze kola sg odlegle o 3, gdyz taka
dlugos$é ma najkrétszy odcinek je taczacy

Rys. 2. Zeby lewe koto pokrylo prawe,
trzeba zwigkszyé promien o 3, natomiast
zeby prawe pokryto lewe — az 5. Wedlug
Krukonéw kota te sa wiec odlegte o 5

Hiperboliczna geometria przestrzeni koél
Michat MISKIEWICZ*

W Internecie latwo mozna znalezé quizy, ktérych rozwiazanie pozwala
odpowiedzie¢ na wazne pytania: z ktora ksiezniczka Disneya moge sie
utozsamiac?, ktére warzywo najlepiej mnie opisuje?, do ktérego z czterech
doméw Hogwartu pasuje? Postanowitem dodaé swoje trzy grosze, pytajac
Czytelnikéw Delty o geometrie przestrzeni kot. Rzecz jest subiektywna, wiec
nie ma ztych odpowiedzi. Zdajmy sie wiec na Tiare Przydziatu!

W ponizszych pytaniach przez d(P, Q) nalezy rozumieé odlegto$¢ miedzy kotami P i Q.

Z podanych odpowiedzi wybieramy te, ktéra wedlug nas najlepiej opisuje sytuacje na
rysunkach nizej. O przydziale decyduje wybrany symbol; moze si¢ okazac¢, ze pasuje wiecej
niz jeden dom.

Pytanie 1 Pytanie 2

o

& d(A, B) =d(C,D) & ( )_2 d(FG)
OM d(A,B)=2-d(C, D) (' ob1e powyzsze odpowiedzi, gdyz
© inna odpowiedz d(E,F)=0=d(F,G)
Q inna odpowiedz

Sprawdz swéj wynik!

© Hufflepuff! Twoje rozumienie odlegtosci miedzy kolami trudno uchwycié
poprzez proste zaleznosci, ale na pewno okaze si¢ ono przydatne w momencie,
w ktérym Swiat magii bedzie tego najbardziej potrzebowal. Tak trzymaj!

& Gryffindor! Bardzo mozliwe, ze przez odleglosé d(P, Q) rozumiesz dlugosé
najkrétszego odcinka taczacego jakis punkt u € P z jakim$ punktem v € @
(rys. 1). Wtedy d(A, B) =2, d(C, D) = 1, natomiast dowolne dwie przecinajace sie
kota sa w zerowej odleglosci. Brawo! Pamietaj tylko, ze tak okre$lona odlegtosé
nie jest metrykq, czyli nie mierzy, jak bardzo dwa kota sie réznia — dwa kota
mogg sie rézni¢ diametralnie, a nadal by¢ odlegte o 0.

¢ Ravenclaw! Niewykluczone, ze Twoje rozumienie d(P, Q) pokrywa sie

z odlegloscia zdefiniowang przez Felixa Hausdorffa (1868-1942). Mierzysz, o ile
trzeba powiekszyé kolo P, zeby pochloneto @), potem odwrotnie — o ile nalezy

powiekszy¢ @ — a na koniec wybierasz wieksza z tych dwdch wielkosci (rys. 2).
Wtedy d(A, B) = 6, d(C, D) = 3 oraz d(E, F) = 2, d(F,G) = 1. Swietnie!

Dzieki opisanej tu metryce Hausdorffa mozna mierzyé¢ odlegtosé miedzy
rozmaitymi zbiorami, ale w przypadku két latwo ja wyrazi¢ jawnym wzorem.
Jesli dane sa kota P = B(p,r1) i Q = B(q,72) (P, q to ich érodki, a ri,79 —
promienie), to widaé, ze najmniejsze kolo o $rodku w p i zawierajace @

ma promien |p — q| 4 r2; kolo P trzeba wiec powiekszyé o |p — q| +r2 — 11
(lub 0, jesli ta liczba jest ujemna). Podobnie kolo @ trzeba powigkszy¢

o max(0,|p — q| + 1 — r2), jako wigksza z tych liczb otrzymujemy wiec
d(P,Q) = |p—al + [r1 — 7.

Pojecie odleglosci (bardziej fachowo: metryki) pozwala mysle¢ o zbiorze
wszystkich kél na plaszczyznie jako o przestrzeni, a o kolach jako o jej

punktach. Jest jasne, ze odlegto$é Hausdortfa d(P, Q) jest zerowa jedynie
wtedy, gdy kota P i ) sa identyczne; spelniona jest tez nieréwnosé trojkata:
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Zadanie 1. Uzasadni¢, ze jedli
B(p1,71) C B(p2,72 + a) oraz
B(p2,72) C B(ps, 73 +b), to
B(p1,71) € B(p3,r3 +a+1b).
Wywnioskowaé, ze nieréwnos¢ tréojkata
jest spelniona dla metryki Hausdorffa.

T

P = B(p, 27“) Q — B(q, T)

>
\ 7!

p

Rys. 3. Punkt P reprezentuje pewne koto,
a obszar zaznaczony powyzej niego
odpowiada wszystkim kotom
zawierajacym P. Podobnie punkt @ to
koto o dwukrotnie mniejszym promieniu
niz P, a obszar ponizej to wszystkie kota
zawierajgce sie w Q

[ XS]

\ >

Rys. 4. Zaznaczono wszystkie kota odlegte
(w metryce Hausdorffa) od P

o najwyzej r oraz te odlegle od Q

o najwyzej 2r

Wiecej o pozytkach z rozpatrywania
odlegtoéci niezaleznej od skali:

Stephen Semmes, Metric Spaces and
Mappings Seen at Many Scales,

str. 401-404 zalacznika B w:

Michail Gromow, Metric Structures for
Riemannian and Non-Riemannian
Spaces, Birkhiuser, 2007.

\ “p

Rys. 5. Zaznaczono kota odlegte

(w metryce opisanej wzorem @) od P
o najwyzej 0,4 oraz te odleglte od Q

o najwyzej 1,2

d(P,Q) < d(P,S) + d(S,Q) dla wszystkich P,Q, S (zad. 1). Te wlasnosci
powoduja, ze d mozna $miato wykorzystywaé do opisu geometrii przestrzeni
kot.

Okazuje sie, ze jest to geometria dobrze nam znana. Przyporzadkujmy
mianowicie kotu B(p,r) C R? (o $rodku w p = (p1,p2)) trdjke liczb (p1,p2, 1),
a wiec punkt w goérnej polowie przestrzeni R?. Pomijajac jeden wymiar, mozemy
wtedy reprezentowaé przestrzen kot jak na rysunku 3. Mozemy tez zilustrowaé
wybrana metryke, wybierajac punkt P (czyli jakie$ koto) i promien R > 0,

a nastepnie rysujac obszar odpowiadajacy wszystkim punktom-kotom odlegltym
od P o najwyzej R (rys. 4). Jak wspomniatem, na rysunku brakuje jednego
wymiaru, a w rzeczywistosci taki obszar ma ksztalt podwodjnego stozka. Jesli
jednak chcieé¢ interpretowaé¢ dostownie rysunki 3 i 4, to sa one reprezentacja
przestrzeni odcinkéw postaci (p —r,p + r) C R z metryka Hausdorffa; odcinki
takie sa jednowymiarowym odpowiednikiem kot.

Tutaj nalezy nadmienié, ze odcinki w R, kota w R2, kule w R? oraz obszary jak te z rysunku 4
obejmujemy wspolng nazwg kul. W kazdym z przypadkéw mamy bowiem do czynienia ze
zbiorem wszystkich punktéw odleglych od zadanego punktu p o najwyzej r — zmianie ulega
jedynie sens stéw punkt i odleglosé.

Zanim przejdziemy do ostatniej mozliwosci, wspomnijmy o tak zwanej odlegtosci
euklidesowej: d(P,Q) = /|p —q[? + |r1 — r2[?> dla P = B(p,r1), Q = B(q,r2).
Cho¢ rézni sie ona od odlegtoéci Hausdorffa, to sa one poréwnywalne (jedna
nigdy nie przekracza dwukrotnosci drugiej) i obie prowadza do udzielenia dw6ch
odpowiedzi {. Geometria zwiazana z odlegloscia euklidesowa jest za to duzo
bogatsza; z tego tez powodu uzywamy jej na co dzien.

& Slytherin! Najwyrazniej uznajesz, ze zastosowanie jednoktadnosci nie
zmienia odleglodci migdzy kotami. Jesli wiec kola C, D tworza konfiguracje
taka jak A, B, tylko w dwa razy mniejszej skali, to sa w tej samej odlegtosci;
podobnie maja sie¢ E, F do F,G. W wielu problemach geometrycznych taki
punkt widzenia si¢ oplaca, wszak wszelkie jako$ciowe zaleznosci — roztacznosé,
zawieranie, styczno$é dwoch kot etc. — nie zaleza od skali. Jak przekonuje
Stephen Semmes, idea ta jest tez pozyteczna w analizie matematycznej. Jestes$
w dobrym towarzystwie!

Interesujaca nas metryka nie jest tak tatwa w opisie, ale jak si¢ przekonamy,
zawiera w sobie klucz do Komnaty Tajemnic — geometrii hiperbolicznej.

O metryce Slizgonéw. Zeby ja znalezé, sprobujmy przeformulowaé metryke
Hausdorffa w sposéb niezmienniczy ze wzgledu na skalowanie: zamiast patrzec,
o ile trzeba powiekszy¢ kolo P dla pokrycia @, zbadamy, ilukrotnie trzeba

je powigkszyé. Jedli jak poprzednio przyjmiemy P = B(p,r1), Q = B(q,72),

to tym czynnikiem jest a; = ‘p_?ﬁ; symetrycznie okreslamy ao jako skale
powigkszenia Q). Wydaje si¢ naturalne, ze za odlegtosé przyjmuje sie wigksza
z liczb oy, as, ale wynik takiej operacji jest zawsze nie mniejszy od 1, nawet
gdy P = @. Sytuacje mozna poprawi¢ na rézne sposoby, na przyklad od
max (a1, az) odejmujac jedynke, jednak zobaczymy, ze najlepiej jest wziaé
logarytm (powiedzmy, ze naturalny). Prowadzi to do nastepujacej metryki:

(%) d(P,Q) =log (|P—Q| +max(r1,T2)) — log (1+ Ip—q| + | —r2|) .

min(ry, 7o) min(ry, 72)

Geometria opisana odlegloscia zdefiniowana wyzej nosi nazwe geometrii
hiperbolicznej. W pozostalej czesci artykulu przyjrzymy sie jej blizej.

Odnotujmy na poczatek, ze d(A, B) = log(3) = d(C, D) oraz d(E, F) =log(2) =
=d(F,G), co potwierdza wybdér dwich &. Ogdlng ilustracje wybranej metryki
widzimy na rysunku 5. Nie powinno nas dziwié, ze zaznaczone obszary

(,kule”) nie dochodza do prostej r = 0. Prosta ta jest ,nieskoriczenie daleko”

z punktu widzenia naszej metryki. Dlatego tez, chociaz modelem przestrzeni
kot jest dla nas polprzestrzen — lub pélplaszczyzna, jesli badamy przypadek
jednowymiarowy — to interesujaca nas przestrzen jest nazywana przestrzenig
hiperboliczng, a wymiar nizej — plaszczyzng hiperboliczng. Czytelnikowi polecam
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Zadanie 2. Uzasadnié, ze jesli o, 8 > 1,

B(p1,71) C B(p2, arz) oraz

B(p2,7m2) C B(ps, frs), to

B(p1,m1) C B(ps, afirs). Wywnioskowa,
ze nieréwnos¢ tréojkata jest spetniona dla
metryki

[GRONONO

J
1

Rys. 6. Srodki két jednostkowych P, Q s3
odlegte o 12. Zaproponowana lamana
taczaca P i Q ma dlugos$é log(125)

r S1 S

Rys. 7. Najkrétsza trzyczesciowa tamana
laczaca P i Q ma dlugosé log(108).
‘Wykorzystuje ona kota o tych samych
srodkach co poprzednio, ale dwukrotnie
wiekszym promieniu

Przyktad. Jesli ustalimy kolo X

i rozwazymy wszystkie kota odleglte od
niego o R, to da si¢ wérédd nich znalezé
(dla duzych R) okoto e két wzajemnie
odleglych o co najmniej 1. Warto to
zestawié z geometrig euklidesowa,

w ktérej okrag o promieniu R ma
ditugosé¢ 27 R, wigc punktéw oddzielonych
o 1 jest jedynie okolo R.

Opisang obok analogie optyczna wymys$lit
w 1696 roku Johann Bernoulli.
Wykorzystal ja do znalezienia ksztaltu
brachistochrony, przyjmujac predkosé
$wiatta w (z,y) proporcjonalng do /y.
Rozwigzanie to mozna zobaczy¢ na kanale
3BluelBrown na YouTubie:

The Brachistochrone, with Steven
Strogatz, youtu.be/CldOp3a43fU.

| |II|
\ >

Rys. 8. Kule w metryce dyg: o srodku p
i promieniu 0,4; o srodku q

i promieniu 1,2. Warto odnotowaé, ze sa
podobne ksztaltem i rozmiarem do kul
w metryce dg (rys. 5)

Rys. 9. Krzywe geodezyjne prowadza
z punktu pdoqis

samodzielnie poeksperymentowa¢ z pomocg komputera i zaobserwowac, jakie
ksztalty da si¢ otrzymad, rozwazajac obszary jak na rysunku 5. Warto tez
sprawdzi¢, ze spelniona jest nieréwnosé¢ tréjkata (zad. 2).

Rzut oka na geodezyjne. Rozwazmy nastepujacy problem: dla kél P, Q

z rysunku 6 (o promieniu 1 i rodkach odleglych o 12) wskazaé kola Sy, Se w taki
sposéb, by dlugosé tamanej [P, S, S2, Q] — mierzona jako suma odleglodci miedzy
kolejnymi wierzchotkami tamanej — byla najmniejsza. Na rysunku 6 od razu
widaé¢ narzucajace sie rozwiazanie: za S1, Sy przyjmujemy kota jednostkowe
polozone w réwnych odstepach miedzy P, Q); na pélplaszczyznie ilustrujacej
przestrzen kél odpowiada to ,prostej” tamanej. Jej laczna dlugosé to 3 - log(1 + 4),
czyli log(125).

Ale da sie lepiej! Optymalnym rozwigzaniem okazuja si¢ kota o tych

samych $rodkach, ale promieniu 2 (rys. 7). Taka lamana ma dlugosé
2-log(4+2)+ log(4—*2'2), czyli log(108). To oczywiscie nieznacznie mniej, jednak
tatwo znalez¢ bardziej jaskrawe przyklady. Gdyby kola P, Q rozsunaé¢ na odleglos¢
d > 12, to optymalnym rozwigzaniem sg kota Sy, So 0 promieniu d/6 potozone
w rownych odstepach; dla duzych d daje to tamang niemal %—krotnie krotsza,
niz ta ,prosta”. Gdybyémy natomiast nasze zadanie zmienili, kazac szukaé
tamanej o wigkszej liczbie wierzcholkéw, to zauwazyliby$my przepaéé miedzy
rozwiazaniem ,prostym” a optymalnym.

Standardowa metryka hiperboliczna. Jest wiele przyktadéw pozwalajacych
uzmystowié¢ sobie réznice miedzy geometria euklidesowa a hiperboliczna; jeden
mozna znalez¢ na marginesie. Wigkszos¢ z nich wymaga jednak bardziej
wyrafinowanej metryki niz ta opisana wzorem @, ktora od teraz dla
odréznienia bedziemy oznaczac przez dg,.

Te ,lepsza” metryke opisze w oparciu o analogie optyczna. Oderwijmy sie od
przestrzeni kol i rozwazmy $wiatto rozchodzace sie w pélplaszczyznie y > 0
(choé¢ te sama konstrukcje mozna powtérzyé¢ w dowolnym wymiarze). Jesli
przyjmiemy, ze jego predkosc¢ jest stata i wszedzie wynosi 1, to czas, w ktorym
Swiatto pokonuje dana krzywa, jest po prostu dlugoscia tej krzywej. Pokonujac
droge z punktu p do q, Swiatto zgodnie z zasada Fermata ,,wybiera” najszybsza
droge, czyli odcinek laczacy te punkty, i zabiera mu to |p — q| czasu — jest

to metryka euklidesowa. Wyobrazmy teraz sobie, ze polptaszczyzna y > 0

jest wypelniona niejednorodnym osrodkiem, a w punkcie (z,y) $wiatlo ma
predkosé y. Wtedy najszybsza droga z punktu do punktu, nazywana krzywg
geodezyjng, zazwyczaj nie prowadzi po odcinku (rys. 9). Czas potrzebny na
dotarcie z p do q oznaczymy przez dy(p,q) i to jest wladnie standardowa
metryka hiperboliczna. Da si¢ ja wyrazi¢ wzorem:

—ql+|p- o
dH(m):log(lp d+p q'), gdzie (7,7) = (2, ~y).
lp—q|—|p—d

Do metryki dg, ma si¢ mniej wiecej tak, jak metryka euklidesowa ma si¢ do tej
danej wzorem |z1 — za| + |y1 — y2|. Sa one poréwnywalne — wyniki pomiaréw
dy i dg, réznia sie najwyzej dwukrotnie — ale dy ma szereg przewag. Kule

w tej metryce — czyli obszary analogiczne do tych z rysunkéw 4 i 5 — maja
gladki ksztalt, a dokladnie sa kotami (rys. 8). Latwo wykaze to Czytelnik
znajacy okregi Apoloniusza (zob. Deltoid w|A1;). Krzywe geodezyjne przyjmuja
ksztalt pionowych poétprostych oraz pélokregdéw o Srednicy lezacej na osi x

(rys. 9) — to z kolei Czytelnik moze wyprowadzi¢ z prawa zalamania $wiatla.
Ksztalt geodezyjnych nie powinien zaskakiwaé, bo §wiatto ,omija” obszar
nizszej predkodci. Jednocze$nie wyjaénia on fenomen zakrzywienia optymalnych
tamanych, ktory widzielismy wczesniej.

Po wizycie w Komnacie Tajemnic Czytelnik jest dobrze przygotowany, by
samodzielnie zglebia¢ dalsze tajniki geometrii hiperbolicznej. Oczywiscie

warto zaczaé od Delty|— pod hastami plaszczyzna hiperboliczna czy tez
Bolyai-Lobaczewskiego — ale mozliwe jest tez do$wiadczenie tej geometrii
niejako od $rodka, poprzez gry komputerowe oparte na geometrii hiperboliczne;j:
HyperRogue i Hyperbolica.
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https://youtu.be/Cld0p3a43fU
https://www.deltami.edu.pl/2013/01/okrag-apoloniusza/
https://deltami.edu.pl/

