Jak rozwigza¢ réwnanie?
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W artykule A3, pisalem o interwatach i rachowaniu na nich, czyli analizie

interwalowej (przedzialowej). Niniejszy esej ma na celu zbadanie uzytecznosci
metod analizy interwalowej do rozwiazywania dowolnych réwnan algebraicznych,
wzglednie uktadow takich réwnan.

Matematycy od dawna zajmowali sie sposobami
rozwiazywania rownan. Znaleziono na przyklad wzory
na pierwiastki réwnan kwadratowych, wielomianowych
trzeciego i czwartego stopnia — ale nie wyzszego. Jednak
skoro nie da si¢ rozwiaza¢ danego rownania analitycznie,
to konieczne staje sie uzycie metod numerycznych.
Powstaly wiec catkiem liczne algorytmy pozwalajace
znajdowaé dobre przyblizenia poszukiwanych
pierwiastkéw. Mozna tu wymieni¢ metode znang pod
tacinska nazwa regula falsi czy szybciej zbiezna metode
Newtona. Problem w tym, ze rozwigzanie rownania
polega na znalezieniu wszystkich jego pierwiastkow

lub wykazaniu, ze takowe nie istnieja. Tymczasem
wynik metody Newtona zalezy od wyboru pierwszego
przyblizenia (punktu startowego), a bywa, ze procedura
okazuje sie rozbiezna. Co wiecej, nawet jesli uzyskamy
zbieznosé, to do jednego rozwiazania — bez zadnych
wskazowek, czy jest ono jedyne.

Tu proponujemy metode oparta na prostym
spostrzezeniu. Ot6z jesli potrafimy obliczy¢ przedziaty
wartosci lewej (L) i prawej (P) strony naszego réwnania
L(z) = P(z) dla badanego przedzialu wartosci
poszukiwanej niewiadomej x i cze$¢ wspodlna owych
dwoch przedzialéw okaze sie zbiorem pustym, to

w badanym przedziale x z cala pewnoscia nie ma
rozwiazania. Oczywiscie w przeciwnym wypadku nie
mamy gwarancji, ze testowany przedzial x zawiera choé
jedno rozwiazanie. O tym, jak wyliczamy wspomniane
przedzialy L(z) i P(z) w przypadku, gdy sa to

jakies wyrazenia algebraiczne, lub nawet bardziej
skomplikowane funkcje, pisaliémy w A3,.

Na poczatku startujemy z przedzialu, w ktorym
spodziewamy sie znalezé¢ rozwiazanie. Jedli nasze
informacje (czy przypuszczenia) co do lokalizacji
rozwiazania sa malo precyzyjne, to nie ma przeszkdd,
aby przedzial startowy powiekszy¢. Bedziemy pracowad
na liscie przedzialow L, ktorej poczatkowo jedynym
elementem bedzie nasz przedzial startowy. Poza tym
musimy jeszcze zdefiniowaé doktadno$é €, z jaka chcemy
znalez¢ poszukiwany pierwiastek (pierwiastki). Ciag
dalszy jest prosty.

Pierwszy etap:

1. Jesli lista £ jest pusta, to przechodzimy do drugiego
etapu.

2. Pobieramy najszerszy przedziat z listy £. Jesli
jego szerokos¢ nie przewyzsza €, to przechodzimy
do drugiego etapu. W przeciwnym razie usuwamy
pobrany element z listy L.

3. Pobrany przedzial dzielimy na dwie potowki
i zaokraglamy goérna granice lewego podprzedziatu
w gore, a dolna granice prawego w dét.
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4. Wykonujemy wczedniej opisany test na obecnosé
rozwiazania kolejno na obu podprzedziatach. Jesli
test nie wyklucza obecnoéci rozwigzania, to dany
podprzedzial dopisujemy do listy £; w przeciwnym
razie testowany podprzedzial idzie w zapomnienie.

5. Wracamy do punktu 1.

Drugi etap:

Jesli lista £ jest pusta, to znaczy, ze w startowym
przedziale badane rownanie nie ma zadnego rozwiazania.
Ta wiadomos$¢ jest pewna, cho¢ zapewne nie na taka
liczylidémy. Jesli jednak lista £ zawiera wiecej niz

jeden element, to mamy co robié¢. Trzeba mianowicie
wykryé¢ wszystkie grupy przedzialéw wzajemnie
przekrywajacych sie (to mozliwe, bo przeciez
zaokraglaliSmy granice podzialéw!). A juz na pewno
tak si¢ zdarzy, jesli nasze rownanie ma kilka réznych
rozwiazan zlokalizowanych w przedziale startowym.
Mozliwe jednak, ze nawet w przypadku pojedynczego
rozwiazania na liScie £ pozostanie nam wiecej niz jeden
przedzial. Jako wynik koncowy wypisujemy powloki
wypukle (patrz dalej) kompletnych grup wzajemnie
potaczonych malych przedziatow.

A jak poradzimy sobie z ukladem kilku réwnan?
Wiasciwie tak samo jak z pojedynczym réwnaniem.
Roéznica polega na tym, ze zamiast przedzialéw na osi
liczbowej testujemy wielowymiarowe kostki interwalowe
opisujace zakresy wszystkich poszukiwanych
niewiadomych. W literaturze takie obiekty zwykle
nazywane sa kostkami lub pudefkami. Kostka odpada
z dalszych rozwazan, jesli cho¢ jedno réwnanie na
pewno nie moze by¢ w niej spetnione. No dobrze,

ale ktéra kostka na liscie £ jest najwigksza, czyli
pierwsza w kolejnoéci do testowania? To proste:

ta o najwigkszej $rednicy. A érednica interwalowej
kostki jest zdefiniowana jako dlugoéé jej najdtuzszej
krawedzi. Tylko jak poréwnaé¢ dltugosci krawedzi
wyrazonych w réznych jednostkach fizycznych, np.
jedna w sekundach, a druga w metrach? Sposéb jest
nieskomplikowany: mierzymy te dlugosci w ustalonych
wczedniej zadanych dokladnosciach, czyli postugujemy
sie wielko$ciami bezwymiarowymi.

No dobrze, ale jak podana metoda dziala w praktyce?

Wikipedia (en.wikipedia.org/wiki/Regula_falsi,
ostatnio aktualizowana 26 listopada 2022 r.)

podaje rozwiazanie réwnania cos(z) = x* jako:

x = 0,865 474 033 101 614 z doktadnoscia

5 x 1071°. Tymczasem nasza metoda, z nieco gorsza
dokladnoscia € = 107!, wyprodukowala interwat:
[0,865 474 033 101 523, 0,865 474 033 101 690)
(startujac z przedziatu [0, 1]). Otrzymali$my ten wynik
po przeanalizowaniu 356 przedzialow. W drugim etapie


https://www.deltami.edu.pl/2022a/04/2022-04-delta-art-08-gutowski.pdf
https://www.deltami.edu.pl/2022/04/najlepiej-dopasowana-prosta/

okazalo sie, ze 45 ,malych” przedzialow tworzy
pojedyncza grupe. Wynik koncowy otrzymali$my

po 4 milisekundach. Jak widaé, nie osiaggnelismy
zadanej doktadnosci, ale jednoczesnie widzimy, ze wynik
z Wikipedii miesci sie w naszym (gwarantowanym)
przedziale. A nie prébowalidémy powtérzy¢ wyniku

z Wikipedii? Owszem, prébowalismy, ale w pierwszym
podejsciu skoniczyla nam si¢ pamieé przeznaczona

na liste L. Kiedy zarezerwowaliSmy na liste £ duzo
wiecej, bo 4 096 000 pozycji, to i tak okazalo sie

za malo, a czas obliczen wyniést 155 231 sekund,

czyli ponad 43 godziny! Wszystkie ,male” przedzialy
tworzyly pojedyncza grupe o sumarycznym rozmiarze
tylko nieznacznie mniejszym od tego otrzymanego
przy raptem dwukrotnie gorszej dokltadnosci. Coz

to znaczy? Ano tyle, ze wynik podziatu niewielkiego
przedzialu (po niezbednych zaokragleniach) to dwa

Wady i zalety

nowe przedzialy praktycznie identyczne z wyjsciowym.
W kazdym razie warto zapamigtac¢, ze komputerowe
liczby podwdjnej precyzji zawieraja co najwyzej

13 poprawnych dziesietnych cyfr znaczacych, a nie
15-16, jak podaja niektérzy autorzy.

Eksperymenty z uktadami dwéch réwnan, kazde
oddzielnie opisujace elipse (patrz rysunek), okazaly

sie jeszcze bardziej zaskakujace. O ile przypadki
zawierajace 0, 1, 2 czy 4 rozwiazania byly latwe, to

3 rozwiazania (patrz rysunek) okazaly sie klopotliwe.
Nie dosé¢, ze zabraklo miejsca na liScie £ (ponad

2 miliony pozycji), to znalezliémy na niej 7 rozlacznych
grup, kazda zawierajaca prawie 300 tysiecy kostek.
Dalsza analiza kazdej z tych grup oddzielnie wykazata,
ze cztery z nich na pewno nie zawieraja zadnego
rozwigzania.

Niewatpliwa zaleta jest znalezienie wszystkich rozwiazan w rozwazanym
przedziale. Ale badZzmy szczerzy: to nie sa rozwigzania, a jedynie kandydaci
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na rozwiazania. Nie mozemy tez mie¢ pewnosci, ze konkretna grupa potaczonych
przedzialéw zawiera tylko jednego takiego kandydata. Z drugiej strony metoda

jest uniwersalna, gdyz nie wymaga, aby funkcje wystepujace po obu stronach
© réwnania byly gladkie (rézniczkowalne). A nawet moga by¢ nieciagle. Trudno
jest tez rzetelnie przewidzie¢ zlozono$¢ obliczeniowa prezentowanej metody.

Dwie elipsy moga mie¢ 0, 1, 2, 3 lub

4 punkty wspodlne dokladnosci.

7 pewnoscia w pierwszym podejsciu nie warto upieraé¢ si¢ przy zbyt duzej

Fascynujgca fizyka
recenzja

Fascynujgcea fizyka. Juz sam tytul ksigzki oddaje esencje tego, co czeka
Czytelnika po jej otwarciu. Autorzy zabieraja nas bowiem w bogato ilustrowana
podroéz przez $wiat fizyki wspdlczesnej i najnowszych badan do najgtebszych

zakatkéw Wszechswiata, a takze odpowiadaja na najbardziej klasyczne pytania
o otaczajace nas zjawiska.

Co przykuwa uwage i niewatpliwie zacheca do lektury, to forma, ktéra wyréznia
si¢ na tle innych popularnonaukowych pozycji wydawniczych. Autorzy, zamiast
podazaé¢ konwencjonalna Sciezka dtugich rozdzialéw, oferuja krotkie, zwiezte
rozwazania na temat réznorodnych aspektow fizyki. Kazde zagadnienie zajmuje
dwie strony, a Czytelnik ma mozliwos¢ przemieszczania sie miedzy tematami,
korzystajac z odnoénikéw, w zaleznosci od wlasnych zainteresowan. Taka
struktura sprawia, ze Fascynujgca fizyka nie jest typowa lektura do czytania

od deski do deski. Zamiast tego mozemy wybiera¢ konkretne obszary, ktére

nas fascynuja, wedrujac od codziennych zjawisk poprzez fizyke czastek az po
najglebsze zakatki kosmosu. I tak, zaczynajac od rozdziatu Czy mozna zobaczyé
dZwieki?, ani si¢ obejrzymy, jak przez Manewry rakiet dotrzemy do Dipola
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" Fascynujgca

fizyka

Hertza. Niewatpliwym atutem ksiazki jest takze sposéb, w jaki Autorom udato
sie wywazy¢ wywolanie ciekawoéci u Czytelnika, jednoczeénie dostarczajac
sporg gar$é solidnych i rzetelnych informacji. To podejscie nie tylko ulatwia
zrozumienie skomplikowanych koncepcji fizycznych, ale tez sprawia, ze lektura
staje sie dynamicznym i wciagajacym doswiadczeniem.

Zanim napisalam ostatnie zdanie tej recenzji, zaniostam ksiazke do szkoty,

w ktérej prowadze zajecia, i zostawitam na widoku w pracowni fizycznej. Na
kazdej przerwie zbieral sie wokol niej wianuszek uczniéw, ktérzy z ciekawodcia
wertowali kolejne strony, wydajac z siebie tylko pojedyncze stowa: Wow!
Kwazary! O! ...a o tym mieliSmy na kélku, wiedziala Pani, Ze to jest w tej
ksigzce? Dlatego ostatnie zdanie tej recenzji brzmi: warto by¢ jak dzieci

PWN i fascynowac sie fizyka, a opisana tu pozycja bardzo to ulatwia.
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