Klub 44 M

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z numeru 3/2024

Przypominamy tres¢ zadan:

1-44

zachodzg réwnosci

PA = AB = BQ,

877. Wyjasnié, czy istnieje na plaszczyznie konfiguracja pieciu réznych punktéw A, B,C, P,Q, w ktoérej

PB=BC=CQ, PC=CA=AQ,

a punkty A, B, C sg wierzchotkami tréojkata

(a) ostrokatnego,
(b) rozwartokatnego.
Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
871 (WT =1,99) i 872 (WT = 1,56)

z numeru 12/2023 przez iloczyn p; ...

réznych liczb pierwszych {p;

878. Znalez¢ liczb¢ naturalng r > 2, dla ktérej istnieje nieskonczenie wiele r-elementowych zbioréw

. : . . o, —1 . . .
AAAAA pr} takich, ze kazda z liczb 2P¢ 1 (¢i=1,...,r) jest podzielna
pr. Im wieksza liczba r, tym cenniejsze rozwigzanie.

877. Oba warianty — odpowiedz tak. W podanych nizej przyktadach przyjmujemy
punkt C za $rodek ustalonego okregu 2 (o dowolnym promieniu), na ktérym

(a) punkty P, A, B, Q leza na okregu £ w tym porzadku, w odlegtosciach katowych

Janusz Fiett Warszawa 45,81

Piotr Wisniewski = Warszawa 44,36

Pawel Kubit Krakéw 43,55

Lukasz Merta Krakow 40,97 umieszczamy pozostale cztery punkty:
Adam Woryna Ruda Sl. 40,91

Piotr Kumor Olsztyn 40,44

Szymon Kitowski 37,83 ¥PCA = xACB = ¥BCQ = 30°;
Witold Bednarek  Lédz 34,12

Krzysztof Zygan Lubin 32,74

Pan Janusz Fiett, Weteran juz od paru
lat, wlasnie po raz czwarty mija

linie 44 p. A pana Piotra Wisniewskiego
witamy w Klubie 44 M.

(b) punkty P, B, A, Q leza na okregu Q w tym porzadku, w odlegtosciach katowych
XPCB = xACQ = 60°, xBCA = 150°.

Czytelnikom zostawiamy przyjemnosé¢ naszkicowania tych ukladéw i przekonania sie, ze
wskazane konfiguracje faktycznie spelniaja postawione warunki.

[Ciekawostka: sa to (w obu przypadkach) jedyne takie konfiguracje, z doktadnoscia do
podobienistwa oraz cyklicznej permutacji symboli A, B, C].

878. Autor zadania, Piotr Kumor, proponuje rozwigzanie
dla r = 4 z uzyciem liczb Fermata F,, = 22" +1
(n=0,1,2,...). Zaczniemy wiec od przypomnienia
niektérych ich wlasnosci (zapewne znanych Czytelnikom;
krétkie uzasadnienia — dla kompletnosci):

W1l. F, =2+ FyFi...F,—1  (banalna indukcja).
W2. Liczby F, sa parami wzglednie pierwsze (wniosek

z W1).
W3. Zadna z liczb F, nie jest potega liczby naturalnej

o wykladniku wigkszym od 1.
Uzasadnienie W3: przypuséémy, ze F,, = a® (t > 1); jasne,
ze t nie moze by¢ potega dwdjki, wiec ma dzielnik
nieparzysty s; liczba 22" = g — 1 dzieli sie przez
a®* —1=(a—1)(a""'+... 4+ a+1); to jednak niemozliwe,
bo suma w drugim nawiasie jest nieparzysta.

Wtlasciwe rozwigzanie opiera si¢ na spostrzezeniu, ze
aby uzyskac teze dla r = 4, wystarczy wykazadé, ze dla
nieskonczenie wielu wyktadnikéw w mozna znalezé rézne
liczby pierwsze p1, p2, p3, p4 spelniajace warunki:

(%) wlpi—1, pi|2¥—1 dlai=1,234.
To faktycznie wystarczy, bowiem wéwczas kazda z liczb
op1=t _ 1 ..., 2P+~ _ 1 dzieli sie przez 2% — 1, wiec tez

przez kazda z liczb pa, ..., ps, wiec i przez ich iloczyn.

Przydatna bedzie kolejna, mniej banalna, wtasnosé liczb
Fermata:

W4. Jedli p | Fr, (p — liczba pierwsza; n > 2), to 2”72 | p — 1.

Dowdd. Niech 6,, bedzie najmniejszym wyktadnikiem ( > 1),
dla ktérego 2°» =1 (mod p). Poniewaz 22" = —1, zatem
92" = 1, co pokazuje, ze &, = 2"T!. Takze 2P~ = 1 (mate

tw. Fermata), wiec 6, | p — 1, czyli 2" | p — 1. Skoro n > 2,

liczba p ma postaé¢ p = 8m + 1 (dla pewnego naturalnego m).

Ma wigc miejsce przystawanie (mod p):

(4m)! = zﬁn (2k)(1 — 2k) =
= il[n (2k)(8m 42— 2k) = ﬁ (2k) = 2*™ (4m)!
k=1 k=1

20

Uzyskana kongruencje wolno podzielié¢ przez (4m)! (L p),
otrzymujac 2™ = 1. Tak wicc 8, | 4m, czyli 2" | 4m, skad
2772 | 8m. To konczy dowéd wiasnoéci W4 (znanej pod
nazwa, twierdzenie Lucasa).

Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze Fy, i Fiq1

sg liczbami ztozonymi. Z wtasnosci W2 i W3 wynika, ze
iloczyn Fy F,+1 ma co najmniej cztery rézne dzielniki
pierwsze p1, p2, p3, pa. Na mocy wlasnosci W4 kazda

z liczb p; — 1 dzieli sie przez 2" 2. Biorgc w = 272,

mamy (dla ¢ = 1,2,3,4) pierwsza podzielnosé (x). Druga
tez zachodzi, bowiem 2% — 1 = Fp40 — 2= FoF1... Fitq
(wlasno$é W1), a ten iloczyn dzieli si¢ przez Fy, Fni1, wiec

i przez te cztery liczby pierwsze. (Warto zauwazyé, ze sa one
wigksze niz 2"?).

Jezeli istnieje nieskonczenie wiele liczb n, dla ktoérych F;,
i Fy41 s3 liczbami zlozonymi, to — zgodnie z akapitem
otaczajacym warunki (%) — dostajemy obiecang teze dla
r=4.

Jednak nikt nie wie, czy jest nieskonczenie wiele takich par.
Przyjmijmy wiec, ze nie; czyli Ze istnieje taka liczba M, ze
dla kazdego n > M co najmniej jedna z liczb F,, F,11 jest
liczba pierwsza. Mozna przyjaé, ze M > 3, wtedy 2" >n +9
dla n > M. Ustalmy taki numer n. Wéréd dziewieciu

liczb F,,, ..., Fnys sa co najmniej cztery liczby pierwsze

P1, P2, P3, pa. Ponownie sprawdzimy warunek (*), biorac
tym razem w = 2"*°. Kazda z czterech liczb i jest pewna
liczby Fr4j (0 < j < 8), zatem p; — 1 = 22" dzieli sie
przez 2" czyli przez w.

To pierwsza podzielno$é (). Druga uzasadniamy podobnie
jak poprzednio: 2% — 1 = Fp49 — 2 = FoFy...Futs
(wlasnosé W1), a ten iloczyn dzieli sie przez te cztery liczby
pierwsze. Moga one by¢ dowolnie wielkie, skoro M moze by¢
dowolnie wielkie.

To ostatecznie koniczy dowdd tezy dla r = 4: istnieja czwdrki
dowolnie wielkich liczb pierwszych o wymaganych w zadaniu
wlasnosciach.



Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Klub 44 F

Rozwigzania zadan z numeru 3/2024
Przypominamy tresé¢ zadan:

774. Dtugi klocek o podstawie kwadratowej ptywa w wodzie tak, ze jedna z jego powierzchni
bocznych znajduje sie nad powierzchniag wody i jest do niej rownolegta, a klocek znajduje sie
w stanie réwnowagi trwalej. Dla jakiej gestosci materiatu, z ktérego wykonano klocek, jest to
mozliwe?

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
768 (WT = 2,76), 769 (WT = 1,3)

z numeru 12/2023

wfoncafjwek 1,;18:351, 774. Klocek bedzie ptywal w stanie réwnowagi trwalej, gdy po obréceniu go

Konrad Kapcia Poznaii 2-35,60 o niewielki kat « (rys. 1) wypadkowy moment sil bedzie powodowal jego powrét

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5-33,59 . . P .

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw  3-23,69 do polozema rownowagi.

Jan Zambrzycki Biatystok 4-19,67 L. . . . L. . .
Wygodnie jest liczy¢ momenty sil wzgledem podluznej osi klocka przechodzacej

przez $rodek jego przekroju poprzecznego C (rys. 1), bo wzgledem tej osi
moment sily cigzkodci wynosi zero.

5. Cienki pieréciet gumowy rozkrecono wokét osi symetrii prostopadtej do plaszczyzny pierscienia.
775. C k g : kre kot 3 t t ltej do pt yZn}

Predkos¢ liniowa jego elementéw wynosi v. Z jaka predkoscia beda rozprzestrzeniaé si¢ w tym
pierscieniu monochromatyczne fale poprzeczne o matej amplitudzie?

Jacek Konieczny
Ryszard Baniewicz

Moment sily wyporu dzialajacej na czeéé¢ klocka zanurzong w wodzie jest réwny
M = Mogp — (Mappe — MogF).

Oznaczajac: Moap = Mogr = My, Mappr = My, mozemy zapisaé warunek na
trwalosé rownowagi ptywajacego klocka:

(1) M >0 = 2M, > M.
Oznaczajac dlugo$¢ klocka przez L, a gesto$¢ wody przez p, mamy:
Rys. 1 B (2) M, = pgLahly, gdzie Iy = (a/2 — h/2)sina = (a/2 — h/2) a,
P (3) My = pgLa*tg aly /8 ~ pgLa*aly /8, gdzie Iy ~ 2a/6 + (h — a/2) .

Gleboko$¢ h zanurzenia klocka w stanie rownowagi znajdujemy z warunku

! pahL = pya®L, gdzie p, jest gestoscia klocka.
/> Po podstawieniu i do i wprowadzeniu oznaczenia p,/p = = dostajemy:
F 2 —(1-a/2)z+(2-3a)/12> 0.
— Uwzgledniajac, ze « jest male, a p = 1 g/cm3, otrzymujemy warunki na gestosé
Y klocka:

Rys. 2

775. Aby w gumowej tasmie mogla rozchodzi¢ sie
sprezysta fala poprzeczna, tasma musi by¢ naciggnieta.
W naszym zadaniu sila naciagu taémy wywotana jest
przez jej ruch obrotowy.

Rozwazmy maly element tasmy o dlugosci Al = Ra
i masie Am = pSAIl (rys. 2), gdzie p jest jego gestoscia
a S polem przekroju poprzecznego. Dzialaja na niego

sasiednie elementy sitami F'; i F'y, stycznymi do tasmy.

Wartos$é F' tych sit jest szukanym naciagiem tasmy,
a ich wypadkowa nadaje rozwazanemu elementowi
przyspieszenie dosrodkowe v?/R. Zgodnie z druga
zasada dynamiki

Fa = pSRav?/R,
stad
(4) F = pSv?.

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez
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0 < pp < 0,21 g/cm?® lub 0,79 g/cm3 < per <1 g/em®.

Szukana predkosé fali jest taka sama jak w przypadku
prostoliniowej tasmy, ktorej naciag F' zostal uzyskany
za pomoca sil zewnetrznych.

W inercjalnym ukladzie odniesienia poruszajacym sie
wzdtuz taémy z predkoscia fali u fala jest nieruchoma
sinusoida, a tasma §lizga sie wzdluz tej sinusoidy

w kierunku przeciwnym do kierunku rozchodzenia

sie fali. Fragment trajektorii malego odcinka tasmy

w poblizu wierzchotka sinusoidy mozna przyblizy¢ przez
tuk okregu o promieniu r oparty na kacie p. Poniewaz
amplituda drgan jest mata, mozemy napisac:

(5) Fo = pSrou?/r, stad u® = F/pS.
Podstawiajac wartos$é F' z (4)), otrzymujemy, ze
predkosé rozchodzenia sie fali wzgledem pierscienia
rowna jest predkosci obrotu pierscienia: u = v.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.



