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Rozwigzanie zadania F 1099.
Gestosci tej samej substancji w stanie
cieklym i w stanie gazowym sa niemal
réwne. Na potrzeby oszacowania mozemy
wiec przyjaé, ze w cieczy czasteczki
niemal s tykaja. Masa jednego mola
czasteczek azotu wynosi

un = 2AN g = 28 g. Objetos$é jednego
mola cieklego azotu V = un/p;
(czasteczki azotu sa dwuatomowe).
Objetos¢ przypadajaca na jedng

czaste wynosi v = V/N a4, co
odpowiada szeécianowi o boku d*, gdzie
d oznacza $rednie rozmiary czasteczki.
Otrzymujemy:

1071 m. W stanie
gazowym objeto$¢ przypadajaca na jedna
czgsteczke wynosi p;/pg 1 jest okoto 650
razy wieksza niz w cieczy. Wynika stad,
ze w gazie $rednia odleglo$é | miedzy
czasteczkami azotu wynosi:
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Liczbowo | ~ 33,4 - 107 1% m.

Liczbowo d ~ 3,86 -

Jako tamigtéwka kwadraty
grecko-taciriskie pojawily si¢ nawet
weze$niej. W 1725 roku Jacques Ozanam
zaproponowal nastepujgcy problem:
utozyé wszystkie karty wszystkich
koloréw od waleta do asa w kwadrat tak,
aby w kazdym rzedzie i w kazdej
kolumnie obecny byt kazdy kolor i kazda
warto$é karty. Ponizej jedno z rozwigzan:
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O historii problemu 36 oficeré6w mozna
bylo tez przeczytaé¢ niedawno w Delcie,
w artykutach 36 splatanych oficeréw
(Agg) oraz 37 lat pézniej (A%é)

Kwadraty grecko-tacinskie
i plaszczyzny rzutowe
Karol GRYSZKA*

Drogi Czytelniku, sprébuj wskazaé¢ jakie$ nieprzecietne cechy ponizszych dwéch
uktadéw liczb, wpisanych w tablice o wymiarach 5 x 5.
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W obu przypadkach umieszczono liczby od 1 do 5, kazda pojawia sie
pieciokrotnie — ciezko to jednak uznaé¢ za ,nieprzecietne cechy”. Istotniejsze

jest to, ze w kazdym wierszu i kazdej kolumnie pojawia si¢ peten zestaw liczb
od 1 do 5. Dzieki temu oba uktady zastuguja na miano kwadratow lacinskich.
Najistotniejszym za$ jest dla nas to, co ukazuje sie naszym oczom po sparowaniu
liczb stojacych w odpowiednich polach tych tablic.

(1,1) [ (2,4) | (3,2) | (4,5) | (5,3)
(2,2) | (3,5) | (4,3) | (5,1) | (1,4)
(3,3) | (4,1) | (5,4) | (1,2) | (2,5)
(4,4) | (5,2) | (1,5) | (2,3) | (3,1)
(5,5) [ (1,3) | (2,1) | (3,4) | (4,2)

Okazuje sig, ze otrzymany kwadrat ma niezwykla ceche — w kazdym polu
znajduje sie unikalna para (z,y), gdzie x oraz y sa liczbami z zakresu od 1 do 5.
W takiej sytuacji mowimy, ze dwa kwadraty tacinskie sa wzajemnie ortogonalne
(krétko: ortogonalne), a polaczony z nich kwadrat nazywamy kwadratem
grecko-tacinskim.

Historia badania kwadratow grecko-lacinskich siega Leonharda Eulera. Jesli
wierzy¢ przekazom, w drugiej potowie XVIII wieku caryca Katarzyna Wielka
przestala uczonemu nastepujacy problem, zwany wspélczesnie problemem

36 oficerow:

Ustawi¢ 36 oficeréw z 6 réznych putkéw tak, aby stali w kwadracie, i tak,
aby w kazdej linii (zar6wno poziomej, jak i pionowej) bylo 6 oficeréw
réznych stopni i réznych putkow.

Innymi stowy, caryca poprosita Eulera o skonstruowanie kwadratu
grecko-tacinskiego o wymiarach 6 x 6. Uczony nie potrafil rozwiaza¢ tego
problemu, ale udato mu sie odkry¢ ogdlna metode konstrukeji kwadratéw
grecko-tacinskich rzedu n, gdy n jest nieparzyste lub jest podzielne przez 4.

W swoich rozumowaniach do oznaczania elementéw z pierwszego kwadratu Euler
uzywal liter alfabetu tacinskiego, a do drugiego — greckiego, i podobno stad
wziela sie nazwa kwadrat grecko-tacinski.

Euler postawil rowniez hipoteze, ze jesli n = 4k + 2, to kwadrat takiego rzedu
nie istnieje, co tatwo uzasadni¢ dla k = 0. Przypadek k = 2, czyli problem

36 oficeréw, czekal na rozwiazanie az do poczatku XX wieku, kiedy to Gaston
Tarry udowodnil, ze faktycznie problem ten nie ma rozwiazania [1]. W pelnej
ogoélnosci hipoteza Eulera czekala jeszcze pét wieku, zanim zostata catkowicie
rozstrzygnieta. W 1959 roku tréjka matematykéw — Raj Bose, Ernest Parker
i Sharadchandra Shrikhande — wykazala, ze hipoteza Fulera jest falszywa dla
wszystkich k > 3 [2].

Wspélczesnie wiemy juz zatem, ze dla n ¢ {1,2,6} istnieja dwa wzajemnie
ortogonalne kwadraty laciniskie rzedu n. A czy moze ich by¢ wiecej?
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Ciekawg realizacja podanego uktadu
kwadratéw tacinskich rzedu 5 moze by¢é
tablica pieciu réznych stéw zapisanych
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Operacja modulo n to rozwazenie reszty
z dzielenia liczby k przez liczbe n, co
zapisujemy k mod n. Takie reszty tworza
.,n — 1} oznaczany przez Z,.
W takim zbiorze mozna rozwazy¢
operacje dodawania oraz mnozenia
modulo. Jedli a, b € Z,,, wynikiem a + b
w tym zbiorze jest wykonanie dziatania
(a+b) mod n. Analogicznie definiuje sig
mnozenie. Tym samym, jesli na przyktad
n=7a=31b=6,toa+b=2oraz

zbiér {0, ..

a-b=4.

Dowéd tego, ze konstrukcja daje
kwadraty tacinskie, jest bardzo podobny
do przedstawionego dowodu wzajemnej
ortogonalnosci (oraz jest prostszy),
pozostawiamy go zatem jako ¢wiczenie.

Jak najbardziej — spdjrzmy od razu na przyklad 4 wzajemnie ortogonalnych
kwadratéw lacinskich piatego rzedu.

(1,1,1,1) ] (2,2,2,2) [ (3,3,3,3) | (4,4,4,4) | (5,5,5,5)
(2,3,5,4) | (3,4,1,5) | (4,5,2,1) | (5,1,3,2) | (1,2,4,3)
(3,5,4,2) | (4,1,5,3) | (5,2,1,4) | (1,3,2,5) | (2,4,3,1)
(4,2,3,5) | (5,3,4,1) | (1,4,5,2) | (2,5,1,3) | (3,1,2,4)
(5,4,2,3) | (1,5,3,4) [ (2,1,4,5) | (3,2,5,1) | (4,3,1,2)

W podanej tabeli dowolnie wybrane dwie spoéréd 4 wspélrzednych (wybieramy
takie same wspdlrzedne z kazdej czwdérki liczb) tworza nowy kwadrat, ktéry
jest klasycznym kwadratem grecko-tacinskim. Okazuje sig, ze pigtego kwadratu
tacinskiego juz nie znajdziemy, gdyz zachodzi nastepujace

Twierdzenie. Istnieje co najwyzej n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw
tacinskich rzedu n.

Dowdéd. Zauwazmy najpierw, ze wzajemna ortogonalnosé jest zachowana przez
permutacje (tzn. przenumerowania) liczb w dowolnym kwadracie. Korzystajac
z tego spostrzezenia, mozemy bez straty ogdlnosci zalozy¢, ze w kazdym
kwadracie pierwszy wiersz jest postaci 1,...,n. Zauwazmy, ze w kazdym

z kwadratéw na drugim miejscu pierwszej kolumny znajduje sie liczba wigksza
od 1 (gdyz sa to kwadraty lacinskie). Ponadto musza to byé rézne liczby, inaczej
zaprzeczylibyémy wzajemnej ortogonalnoéci. Istotnie, gdyby w pewnych dwdéch
kwadratach w tym miejscu znajdowala sie ta sama liczba a, to w polaczeniu
tych kwadratéw dostaliby$my w tym miejscu pare (a,a), ktéra pojawila sie juz
w pierwszym wierszu. Te dwie obserwacje dowodza, ze wzajemnie ortogonalnych
kwadratéw moze by¢ co najwyzej n — 1. O

Niech teraz n bedzie liczba pierwsza.

Skonstruujemy n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacinskich rzedu n:
niech element stojacy w i-tym wierszu j-tej kolumny r-tego kwadratu
(oznaczanego jako L,) bedzie réwny L, (i,7) = (i + rj) mod n, przy czym

i,j,r € Z, oraz r # 0. Dla przyktadu, jesli przyjmiemy n = 5, otrzymamy ponizsze
kwadraty tacinskie.

0[1]12]3|4 0121413 013|142 0141321
11213410 113]0(214 11412]0]|3 110(4|3]|2
213|14]0(1 21411(3]|0 2103|114 2110143
3141012 3101241 311141210 312|104
41011213 41113]/0|2 41210(3|1 413121110

Okazuje sie, ze tak skonstruowane kwadraty sa wzajemnie ortogonalne!
Zalézmy bowiem, ze kwadraty L., oraz L,, (r1 # r3) nie sa ortogonalne, tzn.
po polaczeniu na pewnych dwéch réznych miejscach: (i1, j1) oraz (is, j2), maja te
sama warto$é. Oznacza to, ze

A

11+ 71ij1 = 2 +r1j2

11 + 121 = 12 +T2j2

(mod n),
(mod n).

Po odjeciu tych kongruencji stronami uzyskamy (r1 — 72)j1 = (r1 — r2)j2, a zatem
n | (r1 — r2)(j1 — j2). Skoro r1 # ro oraz n jest liczba pierwsza, dostajemy

n | (j1 — j2), czyli j1 = jo (mod n), a stad i z pierwszej réwnosci wyzej dostajemy
i1 =i (mod n), co przeczy zalozeniu, ze (i1, 1) oraz (is, j2) byly réznymi
miejscami.

Sprébujmy wyabstrahowaé te wlasnosci zbioru reszt z dzielenia przez n,

ktore pozwolilty nam przeprowadzi¢ powyzsza konstrukcje. Na tych resztach
wykonywaliémy dziatania dodawania, odejmowania i mnozenia. Ponadto —

w spos6b niejawny — dokonywaliémy dzielenia, kiedy z réwnosci (11 — r2)j1 =

= (r1 — r2)jo wnioskowalidémy j; = ja, i tu istotne bylo zalozenie o pierwszosci n.
Strukture, w ktorej te operacje zachowuja sie tak, jak jesteSmy do tego
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O prostych i punktach w podobnym,
abstrakcyjnym ujeciu pisal réwniez
Barttomiej Bzdega w Ag4.

Plaszczyzna rzutowa rzedu 2 (plaszczyzna
Fano)

przyzwyczajeni, nazywamy ciatem. W 1893 roku Eliakim Moore udowodnil, ze
na skonczonym zbiorze mozna wprowadzi¢ strukture ciala wtedy i tylko wtedy,
gdy liczba jego elementéw jest potega liczby pierwszej — i w takim wypadku
wiadomo, jak taka strukture wprowadzi¢. Oznacza to, ze dla n bedacych potega
liczby pierwszej potrafimy w analogiczny do powyzszego sposéb skonstruowaé

n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw rzedu n oraz, ze dla n niebedacych
potega liczby pierwszej ta konstrukcja nie dziala. Nie oznacza to oczywiscie, ze
nie ma innego sposobu. . . ale takiego matematycy nie znaja. A bardzo chcieliby
poznaé (lub udowodnié, ze go nie ma), gdyz pozornie niewinne ,pelne” uklady
wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacinskich to tak naprawde inne oblicze
obiektu bardzo w matematyce zakorzenionego — skoriczonej plaszczyzny rzutowej.
Wyjasnieniu tego zwiazku poswiecona bedzie dalsza czes¢ artykulu.

Skonczona plaszczyzna rzutowa to zbiér X wraz z niepustym zbiorem L
zlozonym z podzbioréw X (elementy L nazywamy prostymi, a elementy X
punktami) o nastepujacych wlasnosciach, nagladujacych zalezno$ci miedzy
Hklasycznymi” prostymi i punktami na plaszczyznie:

e dla kazdej pary réznych punktéw istnieje doktadnie jedna prosta zawierajaca
oba punkty,

o przeciecie (tzn. czesé wspolna) dwdch réznych prostych zawiera doktadnie
jeden punkt,

e istnieje taki zbiér 4 punktéw, ze zadne 3 sposrdd nich nie naleza do jednej
prostej.

Moéwimy ponadto, ze plaszczyzna rzutowa jest rzedu n, jesli do kazdej prostej
nalezy dokladnie n + 1 punktéow. Mozna uzasadni¢, ze wtedy istnieje dokladnie
n? +n + 1 punktéw oraz tyle samo prostych.

Najprostszym przyktadem realizujacym powyzsze aksjomaty jest tak zwana
plaszczyzna Fano — jest to uktad 7 punktéw oraz 7 prostych, tworzacych
plaszczyzne rzedu 2. Wizualizacja plaszczyzny Fano zostala umieszczona na
marginesie. Podkre$lmy, ze w takiej wizualizacji proste (elementy zbioru L) nie
musza by¢ proste (w sensie geometrii euklidesowej) — w tym przypadku prosta
bedaca zbiorem $rodkéw bokdéw narysowanego trojkata réwnobocznego jest
oznaczona jako okrag (pozostale sze$é prostych to odcinki).

Pokazemy teraz, jak z plaszczyzny rzutowej rzedu n uzyskaé¢ n — 1 wzajemnie
ortogonalnych kwadratéw tacinskich rzedu n. Zrobimy to na przyktadzie n = 3,
ogolna sytuacja nie r6zni sie istotnie.

Rozpocznijmy od (wcale nietrywialnego) narysowania tej plaszczyzny
rzutowej. Na marginesie przedstawionych zostato 13 punktow w takim
ukladzie, w ktérym do jednej prostej naleza dokladnie 4 punkty

i odwrotnie — kazdy punkt nalezy doktadnie do 4 prostych. Symbolami @
zaznaczone zostaly 4 punkty, z ktérych zadne 3 nie leza na jednej
prostej. Taki uklad punktéw i prostych przeniesiemy teraz na konstrukcje
kwadratéw tacinskich.

Ustalmy dowolnie dwa punkty X i Y (oznaczenia jak na rysunku).

Plaszczyzna rzutowa rzedu 3

Niech ¢ bedzie prosta, do ktérej naleza punkty X i Y (jest to prosta
oznaczona przez podwdjna linie ——). Oznaczmy pozostate punkty

tej prostej przez Qp (k < 2). Nastepnie liczbami od 1 do 3 numerujemy
wszystkie proste zawierajace X i rézne od ¢; podobnie postepujemy dla
punktu Y. Kazdy punkt nielezacy na prostej ¢ jest wspdlny dla dokladnie
jednej pary ponumerowanych przed chwilg prostych. Niech P;; bedzie
punktem wspdlnym dla i-tej prostej zawierajacej punkt X i j-tej prostej
zawierajacej punkt Y.

Dla kazdego punktu Qy (k < 2) etykietujemy proste rézne od ¢, zawierajace te
punkty etykietami A, B i C. Wéwczas kazdy punkt P;; lezy na prostych o réznych
etykietach. Konstruujemy teraz dwa kwadraty tacinskie w nastepujacy sposéb:
W i-tym wierszu i j-tej kolumnie k-tego kwadratu lacinskiego
umieszczamy etykiete prostej taczacej Pij z Q.
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Rozwigzanie zadania M 1786.
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Figura A w lewym gérnym rogu kwadratu
(na rysunku oznaczona kolorem) sktada
kwadratéw 2 X 2, a wiec ma

sie z 15
parzysta liczbe pluséw. To samo dotyczy
figury B, ktoéra jest symetryczna do
figury A wzgledem Srodka kwadratu.

Kazde pole kwadratu poza przekatna

zakrywa dokladnie jedna z figur A i B,
a kazde pole przekatnej zakrywaja obie
lub zadna z nich. Poniewaz sumarycznie

figury A i B maja parzysta liczbe pluséw,
przy czym plusy na polach z liczbg 2 sa
liczone dwukrotnie, wiec liczba pluséw
poza przekatng jest parzysta. Poniewaz
catkowita liczba pluséw jest parz ,
liczba pluséw na przekatnej rowniez jest
parzysta.

Istnienie ptaszczyzn rzutowych rzedu n:
czy istnieje?

tak

tak

tak

tak

rzad

nie
tak
tak
tak

© 00 N O Uk W N

—
[}

nie

tak

=
N =

problem otwarty
tak

= =
W

nie

=
(S

problem otwarty

Zgodnie z tym algorytmem otrzymujemy ponizsze kwadraty tacinskie
i odpowiadajacy im kwadrat grecko-lacinski.

BlcC[A clAlB (B,C) [ (C,A) [ (A, B)
AlB|C AlB|C (4,4) | (B,B)] (C,0)
clalB B|C|A (C,B) | (A,0) | (B, A)

Dlaczego w ogoélnoéci otrzymane kwadraty sg tacinskie? Przypusémy, ze k-ty
kwadrat taki nie jest i dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze w i-tym wierszu
powtarza sie¢ w nim pewna litera. Oznaczaloby to, ze prosta z () oznaczona
ta litera ma dwa punkty wspdlne z i-ta prosta z X. Te proste musialyby by¢
zatem rowne, a to jest sprzeczno$c.

Gdyby za$ kwadraty o numerach k i k' nie tworzyly kwadratu grecko-lacinskiego,
to pewne dwie proste z punktéw @y i Qs musiatyby przecina¢ sie¢ w dwoch
réznych punktach P;;, i to tez jest sprzecznosc.

Co jest réwniez wazne, algorytm mozna odwréci¢ i zamieni¢é n — 1 wzajemnie
ortogonalnych kwadratéw tacinskich rzedu n na skonczona plaszczyzne rzutowa
rzedu n. Prawdziwe jest zatem nastepujace

Twierdzenie: Istnieje n — 1 wzajemnie ortogonalnych kwadratow tacinskich
rzedu n wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skonczona plaszczyzna rzutowa rzedu n.

Zgodnie z obserwacjami z pierwszej czedci artykutu oznacza to, ze istnieja
plaszczyzny rzutowe rzedu p*, gdzie p jest liczba pierwsza. Obecnie nie znamy
przypadku plaszczyzny rzutowej wymiaru innego niz p*, przypuszcza sie wiec, ze
to stwierdzenie charakteryzuje wszystkie n, dla ktérych odpowiednia plaszczyzne
mozna skonstruowac.

Hipoteza: Skonczona plaszczyzna rzutowa rzedu n istnieje tylko wtedy, gdy n
jest potega liczby pierwszej.

Istnieja oczywiscie pewne wyniki czeSciowe. Jednym z nich jest nastepujacy fakt,
pochodzacy z 1949 roku.

Twierdzenie (Bruck—Ryser): Jezeli istnieje plaszczyzna rzutowa rzedu n oraz
n=1 (mod 4) lubn =2 (mod 4), to n musi byé¢ sumqg kwadratéw dwdch liczb
catkowitych.

Ostatnie twierdzenie wyklucza w szczegdlnosci istnienie plaszczyzn rzutowych
wymiaru 6 lub 14, ale nie wyklucza istnienia plaszczyzny rzedu 10. To

ostatnie zostalo wykazane metodami komputerowymi w 1991 roku. Obecnie
najmniejsze n, dla ktérego nie wiemy, czy istnieje odpowiednia ptaszczyzna
rzutowa, to n = 12. Warto przy tej okazji przytoczy¢ prace [3], ktérej autorzy —
polscy matematycy — przedstawiaja elementarny i czysto geometryczny dowdd
nieistnienia plaszczyzny rzutowej rzedu 6.

Na koniec wspomnijmy o jeszcze jednym zagadnieniu. Wiemy juz, ze ptaszczyzny
rzutowe rzedu 6 oraz 10 nie istnieja, wobec tego nie istnieje odpowiednio 5

i 9 wzajemnie ortogonalnych kwadratéw tacinskich. Mozna wigc postawié
pytanie — jesli nie tyle, to ile maksymalnie mozna ich znalez¢? W przypadku

n = 6 odpowiedzi dostarcza nam problem 36 oficeréw. Natomiast dla n = 10
odpowiedz nie jest obecnie znana — wiadomo, ze istnieja dwa ortogonalne
kwadraty ltacinskie rzedu 10 i przypuszcza sie, ze nie wiecej. Wreszcie, dla

n > 12 istnieje co najmniej pie¢ wzajemnie ortogonalnych kwadratow tacinskich
rzedu n.
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