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Rys. 1. Pchty A, B,C, D (w dolnym
rzedzie w chwili ¢ = 0) i ich trajektorie
w czasie (0§ pionowa)
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Rys. 2. Przykladowe trajektorie pchel.
Znaczenie czerwonych kropek wyjasnimy
poézniej

Pchtly skacza, czyli dynamika opinii
Michat ADAMASZEK*

Na prostej siedzi n identycznych pchel (na tyle maltych, ze moze ich byé

nawet po kilka w jednym punkcie). Pchly maja kiepski wzrok i widza tylko

na odlegtos¢ 1. W pewnej chwili wszystkie pchly wykonuja jednoczesnie
nastepujaca operacje. Kazda pchla rozglada sie na prawo i lewo, rejestruje
pozycje wszystkich pchel, ktére widzi (w tym swoja wlasna i byé moze innych
pchel siedzacych w tym samym punkcie), i oblicza $rednia arytmetyczna tych
pozycji. Inaczej méwiac: wyznacza $rodek ciezkosci pchel bedacych w zasiegu jej
wzroku. Nastepnie na komende wszystkie pchly przeskakuja — hop! — kazda do
wyliczonego przez siebie punktu. Potem caty proces powtarza si¢ znowu i znowu,
w kolejnych chwilach czasut =1,2,...

Dla ilustracji rozwazmy 4 pchly A, B, C, D startujace w punktach %, 1,2i4
(rys. 1). Pchla A widzi A i B, pchla B widzi A, B i C, za$ pchla C widzi B i C.
Pchta D widzi tylko siebie. Zatem po pierwszym gwizdku pchty przeskocza
kolejno do nowych pozycji:

 pchla A: 3(5+1) =3,

e pchia B: %(% +1+42)= 1%.
« pchla C: 3(1+2) =14,

e pchia D: % =4.

W tym momencie pchly A, B, C znajduja sie w obrebie wspdlnego przedzialu
o dlugosci 1, wiec widza sie wszystkie nawzajem i nie widza nikogo innego. To
oznacza, ze w nastepnym kroku wszystkie oblicza ten sam $rodek cigzkosci:
1/3 1 1 5
3 <4+16—|—12) _136’
i skoczg do tego punktu. Pchla D nadal si¢ nie rusza. W kolejnym kroku,
i we wszystkich nastepnych, juz nic sie nie zmieni — kazda pchla bedzie
podskakiwaé¢ w miejscu. Pchtly, ktére juz nigdy nie zmienig pozycji, nazwiemy
uziemionymi; pchta D byta uziemiona od poczatku, a pchly A, B, C' po drugim
skoku. Sytuacje, w ktérej wszystkie pchly sa uziemione, nazwiemy stabilng. Na
rysunku 2 widzimy ewolucje wigkszych losowych uktadéw 30 pchel o pozycjach
poczatkowych w przedziale [0, 7].

Opisany przez nas proces to najprostszy wariant tak zwanego modelu
Hegselmanna—Krausego (w skrocie HK). Jego autorom nie chodzito jednak

o tresure pchel, ale 0 matematyczne modelowanie dynamiki opinii (ang. opinion
dynamics), a konkretnie polaryzacji pogladéw. Model ten opiera sie na zalozeniu,
ze nasze opinie na dany temat zmieniamy, dostosowujac je (poprzez usrednianie)
do opinii innych os6b o w miare zblizonym nastawieniu. Przypu$émy na
przyktad, ze kazdy z nas ma swoje zdanie na temat kisielu, wyrazone liczba
rzeczywista miedzy 0 (nienawidze) a 10 (mégltbym je$é caly czas). Zalézmy,

ze oceniamy kisiel umiarkowanie, na 4. W modelu HK bedziemy z czasem
powoli zmienia¢ swoj punkt widzenia pod wplywem otoczenia. Zakladajac
dalej, ze zwyklidmy wchodzi¢ w interakcje z osobami o zblizonych pogladach

na kisiel (powiedzmy mieszczacych sie w przedziale [3,5]) i nie traktujemy serio
10-punktowych kisielowych ekstremistéw, dochodzimy do pomystu HK, ze nasza
opini¢ zastepujemy $rednig opinia naszego kisielowego sasiedztwa. Hop!

Oczywiscie dynamika opinii interesuje sie ewolucja naszych pogladéw na
wazkie tematy polityczne, ekonomiczne, spoteczne, a nie na kisiel. Co wiecej,
nasze opinie sg zwykle wielowymiarowe, to znaczy opisane wektorem w R™,

w ktérym poszczegdlne wspodlrzedne okreslajg nasze stanowisko wobec

m réznych zagadnienn (tu akurat nasz model w oczywisty sposéb sie uogélnia).
Oczywiscie modele socjologiczne opisuja statystyczne trendy, a nie zachowanie
jednostek — ja na przyklad oceniam kisiel na 0 i nigdy w zyciu nie zmienie
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Rozwigzanie zadania M 1787.
Jesli AB || CD, to BCNK jest trapezem

wpisanym w okrag, zatem BC = KN oraz

AK = BL = CM = DN. Oznacza to, ze
czworokat LM DA otrzymujemy

z BCN K poprzez réwnolegle przesuniecie

o wektor BY

Zalézmy teraz, ze AB i C'D nie sa
réwnolegle; oznaczmy przez P punkt
przecigcia prostych AB i CD.

D

P

Poniewaz czworokat BC'N K jest wpisany

A

w okrag, to tréjkaty PBC i PNK sa
podobne, zatem

PB PB PN PN

BL BC NK ND’
Dlatego BN || LD, podobnie CK || M A.
Stad otrzymujemy XALD = XKBN
i xKCN = xAMD.

Poniewaz na czworokacie BCN K mozna

opisa¢ okrag, to XK BN = xKCN.
Dlatego tez xALD = X AM D, czyli na
czworokacie ADM L réwniez mozna
opisa¢ okrag.
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Rozwigzanie zadania M 1788.
Wprowadzmy oznaczenie:
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zatem bg = 64,by = 63, ..., b7o = 0.

Pchta w czerwonej czapeczce
wygenerowana przez Al (visme.co)
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zdania, niezaleznie od tego, co mysla o tym Hegselmann i Krause. Nie zmienia to
faktu, ze jednowymiarowy model HK — najprostszy w bogatej hierarchii modeli —
jest sam w sobie ciekawym obiektem matematycznym, wiec warto przyjrze¢ mu
si¢ przez chwile.

Pierwsze pytanie, ktore zadaja sobie Hegselmann i Krause, i na ktore postaramy
sie odpowiedzie¢ takze my, brzmi: czy kazda poczatkowa konfiguracja pchet
osiaga stan stabilny, a jesli tak, to jak szybko?

Rozpocznijmy od kilku prostych obserwacji, ktérych precyzyjne uzasadnienia
pozostawiamy jako ¢wiczenie. Od razu widzimy, ze pchly nigdy nie opuszcza
przedziatu, ktéry zajmowaly na poczatku, pomiedzy pozycjami startowymi
najbardziej skrajnych pchel na lewo i prawo. Jezeli pewne dwie kolejne pchty
sg rozdzielone pustym odcinkiem diugosci wiekszej niz 1, to caly uktad rozpada
sie na dwa niezalezne systemy (na lewo i prawo od tej przerwy), ktére nigdy nie
wejda ze soba w zadng interakcje. Szczegdlnym przypadkiem tej sytuacji jest
grupa pchet uziemionych razem w jednym punkcie — maja one pusta przestrzen
dtugosci wiekszej niz 1 po obu stronach. Zauwazmy tez, ze pchty nie moga
zamienié¢ sie kolejnoscia — jezeli dwie pchly zajmuja pozycje p1, p2 przed skokiem
i odpowiednio p/, p po skoku, to p; < p2 implikuje pj < pj. Pchly, ktére spotkaja
sie w jednym punkcie, beda juz zawsze podrézowaé razem. Wreszcie odnotujmy,
ze w jednym skoku pchta moze przeskoczy¢ co najwyzej o odlegtoéé 1 — %; ma to
miejsce w ekstremalnym przypadku, gdy pojedyncza pchla ma wszystkie n — 1
pozostalych pchel dokladnie na jednym z krancéw swojego pola widzenia.

Zeby uprosci¢ dalsza dyskusje, uméwmy sie, ze utozsamiamy pchly z ich
pozycjami, a gdy trzeba wybra¢ jedna z pchet siedzacych w tym samym punkcie,
bierzemy ktérakolwiek.

Przed kazda runda znajdujemy najbardziej wysunieta na lewo sposréd
wszystkich jeszcze nieuziemionych pchel i naktadamy jej na glowe czerwona
czapeczke (jesli takiej pchly nie ma, to stan jest juz stabilny). Te pchly
zaznaczyliSmy na czerwono na towarzyszacych tekstowi rysunkach. Zauwazmy,
ze pchla w czerwonej czapeczce zawsze skacze ostro w prawo i albo zachowuje
czapeczke na nastepng runde, albo, jedli zostala wlasnie uziemiona, czapeczka
przechodzi na ktoéra$ pchle daleko w prawo (wiecej niz 1 ¢cm), albo osiggamy
stan stabilny. Tak czy inaczej, w kazdym kroku, w ktérym jeszcze co$ sig
dzieje, czapeczka wedruje ostro w prawo. Jesli uda nam sie pokazac, ze te
przesunigcia musza by¢ stosunkowo duze, to mozemy wnioskowaé, ze bedzie

ich tylko skoriczenie wiele, bo czapeczka nie moze zawedrowaé poza poczatkowa
pozycje skrajnie prawej pchly. Intuicyjnie idea jest nastepujaca: przypusémy,

ze w pewnym ruchu pchta z czapeczka przesuneta si¢ tylko o bardzo, bardzo
mato. Wtedy wszystkie jej sasiadki musiaty by¢ bardzo, bardzo blisko niej,

i jedynym sposobem, aby cale to towarzystwo nie zostalo przez te blisko$¢ razem
uziemione, jest istnienie pchly tuz poza zasiegiem wzroku pchty z czapeczka

(a wiec daleko), odciagajacej niektére jej sasiadki troche w prawo. Jednak to
wtroche” wystarczy, aby w nastepnym ruchu pchta z czapeczka musiata skoczy¢
wyraznie dalej. Pora na szczegdly; jak sie okaze, ,bardzo, bardzo blisko”, ,troche
w prawo” i ,wyraznie dalej” beda naprawde male, ale jednak jednostajnie
odgraniczone od zera, i to wystarczy.

Udowodnijmy, ze w kazdych dwéch kolejnych ruchach czapeczka przesuwa sie
tacznie o co najmniej % Niech ¢ oznacza pozycje pchly z czapeczka, k — liczbe
pchet w zasiggu jej wzroku, p — najdalsza z tych pchel, a ¢, p’, odpowiednio,
pozycje ¢ i p po skoku. Przypuéémy, ze po pierwszym kroku pchta z pozycji ¢
(teraz w ¢’) nadal zachowala czapeczke i co wiecej — przemiescita sie o mniej

niz # (jesli ktérys z tych warunkéw nie zachodzi, to juz koniec dowodu). Mamy
zatem:
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(wszystkie sasiadki ¢ sa ,bardzo, bardzo blisko”). Poniewaz nie doszto do
uziemienia, to p musiata widzieé¢ ¢ > k pchel, w szczegdlnosci co najmniej jedna
pchle po swojej prawej; niech ¢ bedzie pierwsza z nich. Skoro jednak c nie
widzi ¢, to
c+1l<g<p+1

Wobec tego mozemy oszacowaé pozycje p':
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(¢ odciaga p ,troche w prawo”) oraz, jak juz wiemy:
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Rys. 3. Ilustracja dowodu n2
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Rys. 4. Trajektorie pchel startujacych
z punktéw 1,...,20

a wiec faktycznie po dwoch skokach czapeczka przebyta co najmniej
dystans n% (,wyraZznie dalej”). Hop, hop.

Reasumujac, jezeli poczatkowa odlegloéé skrajnych pchel wynosi d, a czapeczka
w kazdych dwoéch ruchach przesuwa si¢ tacznie o co najmniej #, to liczba
ruchéw, w ktérych co$ sie zmienia, wynosi co najwyzej 2dn?, a dalej stan jest
juz stabilny. W rzeczywistosci pokazaliémy nawet wigcej: mozemy bez straty
ogdblnoéci zalozyé, ze d < n (inaczej mamy rozpad na niezalezne podproblemy),
zatem pchly osiggaja stan stabilny po co najwyzej 2n? iteracjach, niezaleznie od
poczatkowych pozycji.

Powstaje naturalne pytanie, czy sa uklady n pchel, ktére stabilizujg si¢ dopiero
po liczbie krokéw rzedu n®. OdpowiedZ brzmi: prawdopodobnie nie. Pchly
rozpoczynajace w punktach {1,2,... n} osiagaja stabilno$é¢ po okolo %n
iteracji (rys. 4), co pozostawiamy jako Zmudne ¢éwiczenie; mozna zajrzeé do [2].
W pracy [3] autorom udalo si¢ skomplikowaé ten przyklad tak, ze do stabilnosci
potrzeba liczby krokéw rzedu az n?. Jak dotad nikomu nie udato sie poprawié
ani dolnego, ani, co bardziej zaskakujace, gornego oszacowania, cho¢ wydaje
sig, ze pchly maja wiecej ,,luzu”, niz to uwzglednia nasza analiza z czapeczka,

i mozna by to jako$ wykorzysta¢. Moze ktos z Czytelnikéw podejmie sie tego
zadania? Mozna tez zainteresowaé sie innymi pytaniami, na przyktad, jak
przebiega i jak sie statystycznie konczy ewolucja uktadu n pchel umieszczonych
losowo w przedziale dlugosci d? Albo do jakiego stopnia pchla moze w trakcie
zabawy zmienia¢ kierunek, w ktorym skacze?

Pozostawiajac Czytelnika ze skaczacymi pchlami, uprzejmie donosze, ze ostatnio
dzieci naméwily mnie na kisiel i po tym do$wiadczeniu podniostem mu ocene z 0
do 0,001. Czekam na kolejny ruch. Hop!
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