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Przejscie graniczne
Barttomiej BZDEGA

Przypomnijmy krétko, ze liczba g jest granica ciagu liczbowego

(a) = (a1,a2,as,...), jesli dla kazdego € > 0, poczawszy od wyrazu o pewnym
indeksie N, (zaleznym od ¢), wszystkie kolejne wyrazy réznia si¢ od g o mniej
niz €. Piszemy

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

lim a, =g.
n—oo

Przytocze tu kilka przydatnych twierdzen dotyczacych granic.

Twierdzenie 1. Cigg (a) liczb calkowitych, ktéry ma granice g, jest od pewnego
wyrazu staly.

Dowdd. Dla n > Ny, otrzymujemy a,, €
co najwyzej jedna liczba caltkowita.
Twierdzenie 2. Niech ciggi (a) i (b) majq granice, odpowiednio, g, @ gp. Jesli
dla kazdego n zachodzi nieréwnosé a, < by, to gq < gp-

(9— 3,9+ 3), aw tym przedziale jest

Dowdéd. Przypusémy, ze g, > gp, i niech € =
otrzymujemy sprzecznosc:

2(ga — 9»)- Dla odpowiednio duzych n

bn < gpt+e=9gs —€ < ay.

Twierdzenie 3 (o trzech ciggach). Ciggi (a), (b), (¢) spelniajg dla kazdego n

nieréwnosc¢ a, < b, < ¢, oraz ciggi (a) i (c) majg te samq granice g, to cigg (b)

tez ma granice g.

Dowdd. Niech € > 0 bedzie dowolne. Dla odpowiednio duzych n zachodza

nieréwnosci:

g—e<ap,<b,<c,<g+e,

wiec liczba g jest granica ciagu (b) na mocy definicji.

Cwiczenia

1. Czy w twierdzeniu 2 mozna obie nieréwnosci nieostre zastapi¢ ostrymi?

2. Niech g, i g, beda, odpowiednio, granicami ciagéw (a) i (b). Udowodnié, ze
jesli gq < g, to dla wszystkich dostatecznie duzych n zachodzi nieréwnosé
an < by.

3. Czy obie nieréwnosci ostre z poprzedniego zadania mozna zastapic¢
nieostrymi?

Zadania

4. Dany jest ograniczony ciag liczb calkowitych nieujemnych (a). Niech

by = {/a? +af +...+al
Wykazaé, ze jesli w ciagu (b) jest nieskoriczenie wiele liczb calkowitych, to
wszystkie jego wyrazy sa catkowite. (LXIX OM, II stopien)
(Cigg (a) nazywamy ograniczonym, jesli istnieje taka stala M, Ze |an|

dla n catkowitych dodatnich.

<M dla
wszystkich n ).

5. Wielomiany P i D maja wspolczynniki catkowite, przy czym wielomian D
jest unormowany. Dla kazdej liczby calkowitej n liczba P(n) jest podzielna
przez liczbe D(n). Udowodnié¢, ze wielomian P(x) jest podzielny przez
wielomian D(x).

(Wielomian unormowany to taki, ktéry ma wspélczynnik 1 przy najwyzszej potedze).

6. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R — R, ktore dla kazdej pary liczb
rzeczywistych z, y spelniajg réwnosé

fla+f@+y) =fl@—y) + f(2)

7. Dany jest trjmian kwadratowy f(z) = az? + bz + ¢ o wspdtezynnikach
rzeczywistych. Dla kazdej liczby calkowitej n wartosé f(n) jest kwadratem
pewnej liczby catkowitej. Udowodnié, ze f(z) = (dx + €)? dla pewnych liczb
calkowitych d i e. (LI OM, II stopien)

8. Funkcja f: Ry — R spelnia dla kazdego z > 0 réwnosé

(f(a:) — 1) (f(a:) + 1) =(x—-1f(z+1).
Dowiesé, ze jesli f(z) > 0 dla kazdego = > 1, to f(z) >
(VIII WLM, zestaw C)

x dla kazdego x > 1
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