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Twierdzenie Ptolemeusza, udowodnione przez Klaudiusza Ptolemeusza (100 —

okolo 168), ma nastepujaca postac:

W czworokgcie wpisanym w okrgg iloczyn diugosci przekgtnych jest rowny sumie
iloczyndw dlugodci przeciwleglych bokdw (patrz rysunek na marginesie).

Twierdzenie to ma wiele znanych dowodéw, niektére z nich mozna znalezé

w Wikipedii. Celem tej notki jest zaprezentowanie pieknego dowodu, autorstwa
W. Derricka i J. Hersteina, ktéry zostal przedstawiony jako ,,dowdd bez stow”,

zawierajacy jedynie dwa z ponizszych rysunkéw: pierwszy i trzeci. Aby wyjasnié
szczegoly, dodaliSmy jeszcze jeden rysunek.

W dowodzie wykorzystujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie Ptolemeusza: ac + bd = ef.

Twierdzenie. Kqgty wpisane w okrgg oparte
na tej samej cieciwie sg rowne.

W. Derrick and J. Herstein, Proof
without words: Ptolemy’s theorem, The
College Mathematics Journal, 43(5),

p. 386, November 2012.

Dowdéd ten zostal spopularyzowany przez
strong¢ A. Bogomolny,
https://www.cut-the-knot.org/.

Aby udowodni¢ twierdzenie Ptolemeusza, wybierzemy
teraz z oryginalnego rysunku trzy tréjkaty, ktore
odpowiednio obrécimy.

d

Nastepnie przeskalujemy je odpowiednio przez a, f

i b, aby mogtly by¢ utozone obok siebie i utworzy¢
ponizszy rysunek, w ktérym ponownie wykorzystujemy
oryginalne oznaczenia katéw.

Zauwazmy, ze ac i bd leza na tej samej linii, poniewaz
B+ v+ 0+ a=180° co wynika z tego, ze suma katéw
oryginalnego czworokata to 2(a+ 8+ v + d) = 360°.
Zatem powyzszy rysunek przedstawia czworokat.

Oznaczenia katow réwniez ujawniaja, ze pary
przeciwleglych katéw czworokata sa réwne: oba sa
réwne « + 0 lub 8 + 7. Zatem ten czworokat jest
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Oznaczmy katy jak na rysunku obok.
Podwdjne wystapienia o, 5,7 1§ sa
uzasadnione przez powyzsze twierdzenie.
Na przyktad oba katy wpisane oznaczone
przez « sg oparte na boku dhugosci a.

rownolegtobokiem. Jego przeciwlegte boki sa rownej
dlugoéci, zatem ac + bd = ef.

Ciekawa, prosta konsekwencja tego twierdzenia jest
nastepujaca obserwacja.

Twierdzenie. W pieciokqcie foremnym z bokami
o ditugosci a i przekgtnymi o dlugo$ci b, zachodzi g = ¢,

gdzie ¢ = % jest tzw. zlotq liczbg.

=
=

Aby udowodnié to twierdzenie, przypomnijmy, ze zlota
liczba ¢ spelnia réwnanie 1 + ¢ = ¢?, i rozwazmy
czworokat z bokami a,a,a, i b (z przekatnymi b i b).

7Z twierdzenia Ptolemeusza a? 4 ab = b?. Dzielac obie
strony przez a?, otrzymujemy réwnanie:

2
ter= (1)
a a

To oznacza, ze % spelnia to samo réwnanie co zlota
liczba. Poniewaz to réwnanie kwadratowe ma tylko
jedno dodatnie rozwiazanie, zachodzi g = ¢.
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