* Politechnika Lubelska

Przez graf rozumiemy pare
uporzadkowang (V, E), w ktérej V'
jest ustalonym zbiorem wierzcholkow,
a E zbiorem krawedzi traktowanym
jako pewien podzbiér zbioru

{{v,w} :v,w € V, v # w}. Krawedz
{v,w} bedziemy dla uproszczenia
oznaczaé jako vw.

W rozwazanym przykladzie ten
izomorfizm juz znalezliSmy: f(vi) = va,

f(v2) = vs, f(v3) =wva, f(va) = v1.

Samo narysowanie tych graféw to jedno,
ale trzeba jeszcze pokazad, ze zadne dwa
z nich nie sg izomorficzne oraz ze zadnego
nie brakuje.

Problem izomorficznos$ci graféw nalezy do
klasy NP (dla danej funkcji f latwo
sprawdzié, czy jest ona izomorfizmem),
ale nie wiadomo, czy jest NP-zupelny ani
czy nalezy on do klasy P. Wprowadzenie
do klas zlozonosci Czytelnik znajdzie

w artykule W. Czerwinskiego Dlaczego
problem P = NP jest tak trudny? (A3,).

Ile jest grafow?
Adam GREGOSIEWICZ*

Duzo. A nawet nieskoriczenie wiele! Taka odpowiedZ nie jest zbyt ciekawa,
wiec sprébujmy zadaé pytanie bardziej konkretne. Moze: ile jest grafow

o n wierzchotkach? W tym przypadku odpowiedz nie jest by¢ moze zupelnie
oczywista, ale ciagle malo interesujaca. R6znych par wierzchotkéw jest tyle
samo co wszystkich dwuelementowych podzbioréw zbioru n-elementowego,
czyli (g) Poniewaz kazda taka para moze by¢ lub nie byé polaczona krawedzia,
wiec graféw jest 2(5). Mamy jednak $wiadomo$é, ze pewne z tych graféw

sa w zasadzie identyczne — réznia sie tylko etykietami, ktére nadaliémy
wierzchotkom. Na przykltad dla n = 4 grafy

V1 V2 U1 V2
V4 Nvg msz
maja inne zbiory krawedzi, ale tak naprawde sa jednakowe. Wystarczy bowiem

w pierwszym grafie zmieni¢ numeracje wierzchotkéw: vy — va, v9 — v3, V3 — Uy,
vg — v1. Takich graféw nie chcemy zlicza¢ osobno.

Powinnismy w jaki$ sposéb utozsamié grafy, ktore réznia si¢ wylacznie nazwami
wierzchotkéw. Powiemy, ze dwa grafy G = (V,E) i G' = (V', E’) sa izomorficzne,
jezeli istnieje taka bijekcja f: V — V') ze

vw € FE f) f(w) e E
dla dowolnych v,w € V. Intuicyjnie, dwa grafy sa izomorficzne wtedy i tylko
wtedy, gdy da sie¢ je narysowaé¢ w ten sam sposéb.

wtedy i tylko wtedy, gdy

Mozemy teraz zapytac:
1le jest nieizomorficznych graféw o n wierzchotkach?

Dla n =1 taki graf jest tylko jeden i nie ma zadnych krawedzi: e
W przypadku n = 2 istnieja dwa rézne grafy: @ o i e=me, a dla n = 3 cztery:

A

Troche trudniej wyznaczyé wszystkie nieizomorficzne grafy zbudowane na

czterech wierzchotkach, ale po paru minutach znajdziemy je wszystkie:
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Oznaczajac liczbe nieizomorficznych graféw o n wierzchotkach przez G,
sprawdzilidmy, ze G; = 1, G2 = 2, G3 = 4 oraz G4 = 11. Dla wiekszych
wartosci n znalezienie GG, staje sie coraz trudniejsze, nawet przy pomocy metod
komputerowych. Powodem jest to, ze nie znamy zadnego szybkiego (dzialajacego

w czasie wielomianowym) algorytmu, ktéry sprawdzalby, czy dwa zadane grafy
sg izomorficzne.

[ ] [ ] Or——

Mozemy jednak stosunkowo tatwo oszacowac liczbe G,,. Ograniczeniem

gérnym jest oczywiscie 2(3), ale domys$lamy sie, ze nie jest to warto$é
optymalna. Sprobujmy znalezé sensowne ograniczenie dolne. Zastanéwmy sie,
ile graféw moze by¢ izomorficznych z danym grafem G. Z kazdym takim
izomorficznym grafem zwigzana jest dowodzaca izomorficznosci permutacja
wierzchotkéw G, wiec graféw izomorficznych z G jest co najwyzej tyle, ile
permutacji jego wierzchotkéw, czyli n!. (Jedli takich permutacji jest dokladnie n!,
to o grafie G méwimy, ze jest asymetryczny — wtedy kazde przeetykietowanie
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Kazdy graf asymetryczny ma co najmniej
szes¢ wierzchotkéw. Przyklad ponizej.

jego wierzchotkéw daje w efekcie inny graf). Skoro wszystkich graféw jest 2(2) ,
H

to z dokladnoscia do izomorfizmu jest ich co najmniej 2(5) /n!. Ostatecznie

~ n = 2(
n!

Zwréémy uwage, ze gdyby wszystkie grafy byly asymetryczne, to nieréwnoéé

z lewej strony stalaby sie réwnoscia. Wiemy, ze tak nie jest, bo dla kazdego n
istnieja grafy o n wierzchotkach, ktére nie sa asymetryczne (na przyktad grafy
pelne, czyli kliki), Jezeli jednak wyznaczymy, przy pomocy komputera, warto$é
G, dla malych n, to okaze sig, ze uzyskane dolne oszacowanie wcale nie jest
takie zle.

n 1 2 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
G, 1 2 4 11 34 156 1044 12346 274668 12005168 1018997864 165091172592
2(3) /nt 1 1 2 3 9 46 417 6658 189373 9695870 902597328 154043277298

Erdés i Rényi wykazali, iz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze losowo
wybrany graf o n wierzchotkach jest
asymetryczny, dazy do jednoéci przy

n — 400, a Pélya znalazl asymptotyke
Gy

Badanie graféw losowych zapoczatkowali
wspomniani Erdds i Rényi.

Nalezy mieé¢ swiadomosé, ze konstrukcja
przestrzeni probabilistycznej wymaga
uwagi. Mozemy utozsami¢ grafy losowe
z ciggami zero-jedynkowymi i traktowac
je jak liczby rzeczywiste z przedziatu [0, 1].
Pytanie o to, czy graf losowy ma zadana
wlasnosé, sprowadzamy w ten sposéb do
pytania o miare Lebesgue’a podzbioréw
odcinka jednostkowego. Pozwole sobie
jednak poming¢ mniej istotne szczegdly
techniczne.

Jezeli przeliczalnie wiele zdarzen ma
prawdopodobienstwo 0, to ich suma
réwniez.

Dla pelnej $cistosci powinnidmy sie w tym
miejscu powolaé na cigglos¢ miary
prawdopodobienstwa P.

n

W trzecim wierszu podaliSmy wartosci 2(3) /n! zaokraglone w gére. Duzym
zaskoczeniem wydaje sie fakt, ze to oszacowanie jest coraz lepsze wraz

ze wzrostem n i asymptotycznie okazuje sie optymalne. Méwi o tym

piekne i glebokie twierdzenie udowodnione przez Paula Erddsa, Alfréda
Rényiego i George’a Polye. Wykazali oni, ze prawie wszystkie grafy sg
asymetryczne, to znaczy przy n dazacym do nieskoniczonosci stosunek liczby
graféw asymetrycznych o n wierzchotkach do liczby wszystkich graféw

o n wierzchotkach dazy do jednego, co implikuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie (Erdds-Rényi-Pélya, 1963 r.). Mamy

. Gn
lim — =1.
n—-+o0o 2(2)/n|

Na tym mogliby$my wlasciwie zakonczy¢, ale prawdziwy skarb ciagle na

nas czeka. Przejdzmy bowiem do graféw o przeliczalnej liczbie wierzchotkow.
Oczywiscie nieizomorficznych graféw tego typu jest nieskoniczenie wiele, ale nas
interesuje raczej to, jaka frakcje stanowia one w zbiorze wszystkich graféw. Aby
to pytanie uscisli¢, wprowadzmy pojecie grafu losowego.

Niech V' = {v;: i € N} bedzie ustalonym zbiorem wierzchotkéw. Ustawiamy w ciag
rodzine wszystkich podzbioréw dwuelementowych {v;,v;}, ¢ # j zbioru V' i dla
kazdego z nich rzucamy symetryczna moneta. Jezeli wypad?l orzel, to do zbioru
krawedzi E dodajemy krawedz v;v;. Tak skonstruowany graf G = (V, E) bedziemy
nazywaé grafem losowym. Mozemy teraz pytaé, jakie jest prawdopodobienstwo,
ze taki graf ma pewna zadana ceche.

Wprowadzmy nastepujaca wlasnosé:

(A) Dla dowolnych skoniczonych i roztacznych i skoficzonych zbioréw
wierzchotkéow U, W C V istnieje wierzcholek v € V', ktory sasiaduje ze
wszystkimi wierzchotkami z U oraz z zadnym wierzchotkiem z V.

Lemat. Prawdopodobieristwo, Ze graf losowy ma wlasnos$é (A) jest réwne 1.

Sprawdzimy, ze dopelnienie rozwazanego zdarzenia ma prawdopodobienistwo
réwne 0. Poniewaz réznych par (U, W) utworzonych z roztacznych i skoniczonych
zbiorow U i W jest przeliczalnie wiele, wystarczy, ze wykazemy teze dla
dowolnie wybranej pary. Przyjmijmy, ze zbiory U i W maja tacznie n
wierzchotkéw. To, czy wierzcholek v € V' ma ceche opisana w (A), jest
zdeterminowane przez wzajemna relacje miedzy v a wierzchotkami w U U W.
Poniewaz krawedzie losujemy niezaleznie, to prawdopodobienstwo tego, ze
wierzcholek v mie ma zadanej wlasnosci, jest rowne 1 — 27", Oznaczajac przez Ay
zdarzenie:

zaden z wierzcholkéw vy, ..., vg nie spelia (A),
widzimy, ponownie wykorzystujac niezaleznos¢, ze jego prawdopodobienistwo jest
réwne (1 —27")*. To implikuje limy_, 1 o, P(A) = 0 i koticzy dowdd lematu, gdyz
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Przypominamy, ze rozwazamy tylko
przeliczalne grafy nieskoriczone.

Taki wierzchotlek istnieje
z prawdopodobieristwem 1 na mocy
lematu.

Podkreslamy, ze U U W zawiera tylko te
wierzcholki, na ktérych f zostala juz
zdefiniowana.

Graf Rado przy obcigciu do pierwszych
12 wierzcholtkéw

wlasno$é (A) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi dopelnienie zdarzenia

Sam lemat nie robi moze wielkiego wrazenia, ale wynika z niego bezposrednio, ze
istnieje tylko jeden nieskonczony graf losowy!

Twierdzenie (Erdds-Rényi, 1963 r.). Dwa nieskoriczone grafy losowe sq
izomorficzne z prawdopodobienstwem 1.

Dowdéd. Niech G = (V,E) i G' = (V', E’) beda nieskoriczonymi grafami losowymi.
Wykorzystujac technike tam @ z powrotem, zbudujemy izomorfizm f miedzy
nimi.

Przyjmijmy, ze V = {v1,vq,...} 1 V' = {wy,wq,...}, 1 potézmy f(v1) = wy.
Rozwazmy wierzcholek ws i znajdzmy w grafie G wierzcholek v; o tej wlasnosci,
ze 11v; € E wtedy i tylko wtedy, gdy wiws € E’. Niech f(v;) = we. Przejdzmy
do wierzchotka vy (lub vs, w razie gdyby v; = v9), i znajdzmy w grafie G’
wierzcholek wj, ktéry jest w tej samej relacji do wy i wa co vy do vy i v; —
chcemy, aby grafy zlozone z wierzcholtkéw {vi,v;,va} i {wi, we, w;} byly
izomorficzne. Definiujemy f(v2) = w;.

G~ N s ~ G’
| ——
U1 \
w1
wj
v | —t>
v >‘
w3
V4 -« |
. J . J

Powtarzamy opisang procedure w nieskonczonos¢. W kroku o numerze
nieparzystym (tam) znajdujemy pierwszy wierzchotek w zbiorze V|

powiedzmy vy, na ktorym funkcja f nie zostala jeszcze okreslona. Podzielmy
zbior wierzcholkéw, na ktérych funkcja f jest juz okredlona, na dwie czedci:
niech U zawiera sasiadéw v, a W reszte. Polézmy U’ = f(U) i W' = f(W).
Zbiory U’ i W’ sg skoficzone i rozlaczne, bo takie tez sa zbiory U i W. Z lematu
wiemy, ze istnieje w grafie G’ wierzchotek, ktory sasiaduje ze wszystkimi
wierzchotkami z U’ i zadnym wierzchotkiem z W’'. Wybierzmy taki wierzchotek
o najmniejszym indeksie, powiedzmy w,y,, i zdefiniujmy f(v,) = Wp,.

Analogicznie postepujemy w kroku o numerze parzystym (z powrotem).

Niech w,, bedzie pierwszym wierzcholkiem w zbiorze V', ktéry nie jest
warto$cig funkcji f. Aktualny zbiér wartosci funkeji f dzielimy na sasiadéw U’
wierzchotka w,, i reszte W’. Nastepnie znajdujemy w grafie G odpowiednik v,,
wierzchotka w,,, ktéry sasiaduje ze wszystkimi wierzchotkami z f~(U’) i nie
sasiaduje z zadnym wierzchotkiem z f~1(W’). Przyjmujemy f(v,,) = wy,.

Bezposrednio z konstrukeji funkcji f widaé, ze jest ona bijekcja miedzy zbiorami
wierzchotkéw G i G’ i zadaje poszukiwany izomorfizm. |

Erdés i Rényi pokazali, ze w pewnym sensie istnieje tylko jeden nieskonczony
graf losowy — jest to graf okreslony przez warunek (A). Nie wskazali jednak
zadnego konkretnego egzemplarza. Pierwszy przyktad zostal skonstruowany
przez Richarda Rado w 1964 roku. Graf Rado jest niezwykle urokliwy. Zbiorem
wierzchotkéw jest V=N, a m,n € V, m < n sa polaczone krawedzig wtedy

i tylko wtedy, gdy w zapisie dwojkowym liczby n na m-tym miejscu od prawej
strony wystepuje 1. Dla przykladu wierzchotki 4 i 10 sa polaczone krawedzia,
poniewaz zapis dwdjkowy liczby 10, czyli (1010)2, ma na 4. miejscu od prawej
strony jedynke. Uzasadnijmy, ze tak skonstruowany graf ma wlasno$é (A). Niech
U,W C V beda skonczone i rozlaczne. Dodajac w razie potrzeby nowy wierzcholek
do U, mozemy przyjacé, ze max U > max W. Wystarczy teraz zauwazyc¢, ze

V=73 ,cu 2" " ma wlasnoéé opisang w (A).
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