Jak mierzy¢ nieodwracalnosé¢ zjawisk fizycznych?
Mitosz PANFIL i Mateusz POLAKOWSKI

Kazdy uktad izolowany dazy do réwnowagi
termodynamicznej. Po tym stwierdzeniu niemal zawsze
nastepuje przyktad goracego kubka z herbata. Nie bez
powodu zreszta — nawet osoby, ktére nigdy w zyciu nie
styszaly o zasadach termodynamiki, wiedza, ze w chtodnym
pokoju goraca herbata zawsze stygnie, natomiast zimna
herbata raczej nie zacznie si¢ gotowaé. Ta asymetria
wyznacza kierunek uplywu czasu, zwany powszechnie

strzatkq czasu (o ktérej mozna wiecej przeczytaé w Aig).

Skoro zatem bieg czasu w przeciwnym kierunku datby nam
niefizyczny proces, to stygniecie herbaty jest procesem
nieodwracalnym i jako taki wiaze si¢ ze zwigkszeniem
entropii naszego systemu (wiecej o entropii mozna
przeczyta¢ w|Afy). Gdy temperatura w kubku i pokoju
wreszcie si¢ wyréwna, system dochodzi do tzw. stanu
réwnowagi termodynamicznej, czyli osiaga najbardziej
prawdopodobny stan makroskopowy (stan o najwyzszej
entropii). Ta powszechna w ukladach fizycznych cheé
dazenia do réwnowagi termodynamicznej ujeta jest przez
druga zasade termodynamiki, ktora glosi, ze entropia
w uktadach izolowanych samorzutnie nie maleje.

Sam stan réwnowagi termodynamicznej ma dwie
szczegblne wlasciwosci. Po pierwsze jest stanem
stacjonarnym, a po drugie zachodzi w nim zasada
rownowagi szczegotowej. Wyjaénimy teraz pokrotce te
pojecia. Gdy opisujemy obiekty zlozone z ogromnej
liczby czastek, nie jestedmy w stanie $ledzi¢ ruchu
kazdej z nich. Zamiast tego opisujemy uktad za pomoca
prawdopodobienstwa, na przyktad tego, ze w gazie

jest czastka o konkretnej predkosci. Stan stacjonarny
jest to stan, w ktérym rozktad prawdopodobienstwa
réznych konfiguracji ukladu nie zmienia sie w czasie.
W konsekwencji makroskopowe parametry ukladu, takie
jak érednia temperatura, Srednie cisnienie czy Srednia
gestos$¢ czastek, pozostaja stale.

Ale stan réwnowagi termodynamicznej jest czyms
wiecej niz tylko stanem stacjonarnym. Czasteczki

gazu sa w ciaglym ruchu, wiec pomimo tego, ze
$rednia gestosé jest stala, to gestosci czastek

fluktuuja i uklad przechodzi przez rézne konfiguracje.
W przypadku réwnowagi szczegdlowej kazdej zmianie
w mikroskopowej konfiguracji odpowiada réwnie
prawdopodobna zmiana w odwrotnym kierunku.
Dlatego tez ewolucja uktadu w stanie réwnowagi
termodynamicznej jest taka sama zaréwno ,,do
przodu”, jak i ,do tylu”. Poniewaz dynamika nie
wyroéznia kierunku w czasie, to uklad w stanie
réwnowagi termodynamicznej nie wyrdznia strzalki
czasu. Natomiast uktad, ktéry jest tylko w stanie
stacjonarnym, w ogdlnosci moze taka strzatke
wyrdzniaé. Dla ukladu w stanie stacjonarnym, ktéry nie
jest w stanie rownowagi termodynamicznej, powstaje
wiec pytanie — jak bardzo dynamika tego uktadu jest
nieodwracalna? Na to pytanie postaramy si¢ tu znalezé
odpowiedz.
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Mierzenie nieodwracalnosci proceséw jest istotne nie
tylko w fizyce, ale tez w biologii. W publikacji [#],
ktora zainspirowala nas do napisania tego artykutu,
Autorzy analizowali odpowiedzi komérek siatkéwki
oka salamandry na rézne bodzce wizualne. Przy
odpowiednio silnym pobudzeniu komérki nerwowe
wysylaja impuls pradowy, ktéry nazywamy potencjatem
czynno$ciowym, do nastepnych komérek. Powstanie
takiego impulsu mozemy obserwowa¢ w postaci
zmiany potencjatu elektrycznego wewnatrz neuronu

i rejestrowa¢ za pomoca elektrod. BodZce wizualne
skladaly sie z nagran ze srodowiska naturalnego
(lamiace symetrie czasowa) oraz poziomego paska
poruszajacego sie losowo w gére i w d6! (odwracalne
czasowo). Okazalo sie, ze nieodwracalno$é powstatych
impulséw pojawiala sie przy wszystkich rodzajach
bodzcéw. Najbardziej nieoczywistym wynikiem byto
jednak to, ze najwieksza nieodwracalnos¢ w grupach
komorek powstawala, gdy sam bodziec byl najbardziej
odwracalny. Formalizm wprowadzony przez autoréw
pozwala tez okresli¢ zrédlo tej nieodwracalnosci. Wyniki
pokazaly, ze jej gtéwnym zrédlem byly interakcje
pomiedzy neuronami, a nie cechy samego zrédta.

W tym artykule, podazajac za praca [*], przyblizymy
Czytelnikom, w mozliwie lagodny sposéb, metode
kwantyfikacji nieodwracalnosci w uktadach ztozonych.

Wygodnym narzedziem do opisu proceséw dynamicznych
sg tancuchy Markowa. Czytelnikéw, ktorzy chcieliby
dowiedzie¢ sie, czym te lancuchy sa, lub odswiezy¢
swoja wiedze na ten temat, zapraszamy do przeczytania
po$wieconych im artykutéw w|AY; i A1zl Niech
T(z'|z) = P(X, =2'|Xp_1 =)

oznacza prawdopodobieristwo, ze uklad jest w stanie 2,
pod warunkiem, ze w poprzedniej chwili byl w stanie z.
Interpretujemy je jako prawdopodobienstwo przejscia ze
stanu x do z’. Z twierdzenia Bayesa wynika, ze
PX,=12"X,_1=1)

P(Xn,1 = I) ’
gdzie P(X, = a’, X,,_1 = x) oznacza prawdopodobieristwo,
ze w jednej chwili uklad byl w stanie x, a w kolejnej w 2/,
natomiast P(x, = z) prawdopodobienistwo, ze w pewnej
chwili uklad jest w stanie x. Prawdopodobienstwa te
moga zmieniaé sie w czasie (z powodu przejsé¢ pomiedzy
stanami). Jesli prawdopodobiefistwa te sie nie zmieniaja,
okreslaja rozklad stacjonarny, a o samym procesie
moéwimy, ze znajduje sie w stanie stacjonarnym. Rozklad
stacjonarny 7 (z) musi zatem spelniaé nastepujaca réwnosé:

(1) w(@)=P(Xp=2)=)_ P(X,=2'X, 1=1)=

T(z'|z) =

€N
=Y P(Xn=2'|X, 1=2)P(X, 1=1)=
€N
= Z T(z'|z)7(x).
e
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Entropia wzgledna jest réwniez znana

jako dywergencja Kullbacka—Leiblera
rozkltadu P wzgledem Q,

Dir(PlIQ) = Y | P(a)log
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Rys. 1. Lancuch Markowa
o prawdopodobienstwach przejscia
okreslonych przez macierz
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Wielko$é P(X,,—1 =z, X, = 2') = T'(2'|x)7(x) bedziemy nazywali calkowitym
prawdopodobieristwem przejécia i oznaczali przez P(x — z’). Powiemy natomiast,
ze proces jest w stanie rownowagi szczegotowej, gdy nie jestedmy w stanie
wyrdznié¢ kierunku uplywu czasu, to znaczy gdy P(z — a’) = P(2/ — x)

dla dowolnych z,z’ € Q. Zauwazmy, ze taki stan musi by¢ rowniez stanem
stacjonarnym, gdyz wowczas

(2) Y T |r)w(x) = Y T(ala’)w(a’) = m(2') Y T(ala') = w(a’).

€N €N €N
Zalezno$¢ odwrotna nie jest jednak prawdziwa, przyktady zobaczymy w dalszej
czedci artykuhu. Jak mozemy zmierzyé poziom nieodwracalnosci procesu?
Jednym z wybordéw jest tak zwana entropia wzgledna, okre$lona wzorem

(3) I= Z P(x%x’)logm.
z,x’ €Q

Mozna pokazaé, ze wzgledna entropia I jest zawsze nieujemna, a réwnowaga

szczegdlowa zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy I = 0.

Zobaczmy, jak to dziala w praktyce. Prosty przykiad nieodwracalnego lancucha
jest przedstawiony na rysunku 1. Przestrzen stanéw sklada sie z trzech stanéw
0 = {1, 2,3}. Prawdopodobienistwo przejscia w jednym kierunku wynosi p,
natomiast w kierunku przeciwnym ¢ (p + ¢ = 1). W naszej notacji T'(x + 1|x) = p,
a T'(z— 1lz) = ¢ dla x € Q (dziatania wykonywane sa modulo 3). Z definicji
rozktadu stacjonarnego dostajemy po prostych obliczeniach 7(z) = 1/3 dla
kazdego z trzech stanéw. Nieodwracalnos¢ tego procesu wynosi natomiast:

; , Pz — o) 1
I= Z P(ac—>ac)logp(%/%%)—3~3

D 1 q D
plog=+3- ~qlog= = (p—q)log=.
z,x'€{1,2,3} q p q

3

W sytuacji, gdy p = ¢, proces jest odwracalny i I = 0. Niezaleznie od wyboru p
zawsze mamy I > 0.

W pracy [#] autorzy pokazuja, jak rozszerzyé¢ przedstawiony wyzej formalizm,
by dowiedzie¢ sie czegos o korelacjach i oddzialywaniach pomiedzy roznymi
czesciami calego ukladu. By zilustrowaé to podejscie, podzielmy uklad na dwie
czesci, ktore oznaczymy X i Y, i niech odpowiadajace im zbiory mozliwych
stanéw to Qx, Qy. Calkowite prawdopodobienstwo przejscia uktadu pomiedzy
stanami (z,y) 1 (z/,y") bedziemy oznaczaé przez

P((l‘,y) - (x/’y/)) = P((Xn+17yn+1) = (CC/,y/), (Xnayn) = (x,y))
W takiej sytuacji catkowita nieodwracalno$é¢ ukladu przedstawia sie tak jak
poprzednio, zgodnie ze wzorem , przy czym suma po stanach catego uktadu
oznacza sumowanie zaréwno po x, jak i y. Na potrzeby dalszych rozwazan
dotozymy pewne ograniczenie, mianowicie w danym kroku czasowym swoj
stan zmienia co najwyzej jeden z poduktadow, tzn. X, 11 = X, lub Y41 =Y.
Przyjmiemy ponadto oznaczenie P(z — z’,y) = P((x, y) — (2, y))

Poniewaz nasz caly system sktada sie z kilku podukladéw, jego catkowita
nieodwracalno$¢ powinna byé¢ suma nieodwracalnosci pochodzacych

z czgsci sktadowych. Mozemy zatem zdefiniowa¢ nieodwracalnoéci dla
indywidualnych podukladéw, patrzac na ich dynamike z pozostalymi
podukladami pozostajacymi w niezmienionym stanie. W naszym przypadku
dwoéch poduktadéw nieodwracalnosé w podukladzie X obliczymy w nastepujacy

sposob:
. P(x — 2',y)
Ix = E g Pz — ' y)log —— 272
X (.’,E €z ay) 0g P(.’L” N w7y)7
yEQy z,x' €Qx

i analogicznie okreslamy Iy . Zgodnie z wezedniejszym zalozeniem przejscia
(z,y) — (2',y’) dziela si¢ na takie, w ktérych zmienia si¢ tylko x, oraz takie,
w ktérych zmienia sie tylko y, skad latwo wywnioskowaé réwnosé I = Iy + Iy .

Moze tez zdarzy¢ sie tak, ze kilka uktadéw fizycznych oddzialuje ze soba,
wplywajac nawzajem na swoja dynamike. W takim przypadku mozemy patrzec

13



albo na wszystkie uktady na raz, albo wybra¢ jeden z nich i badaé tylko jego
dynamike, sumujac po wszystkich pozostalych stopniach swobody. Zasadne
jest zatem pytanie, ile dowiemy si¢ o nieodwracalnosci systemu, stosujac kazde
z tych podejéé. Wielkosé I jest nieodwracalnoécia w pierwszym podukladzie
i zalezy od interakcji miedzy podukladami przez to, ze prawdopodobienstwo
przejscia P(x — 2’,y) zalezy od stanu y drugiego ukladu i vice versa. Co sie
stanie, gdy spojrzymy na prawdopodobienistwo P(x — ') przejscia © —
niezaleznie od stanu drugiego podukladu? Wartosé P(z — z’) otrzymamy,
sumujac po stanach drugiego poduktadu:

Plx —2') = Z P(x — 2',y).
yEQy
Korzystajac z tych prawdopodobienstw, mozemy zdefiniowaé¢ nieodwracalnosé
poduktadu, ktéra, z samej konstrukeji, jest niezalezna od stanu drugiego
poduktadu: P )
Xy = Z P(z — ) log M
z,x’ €Qx

Analogicznie okreslamy f}gd, definiujemy ponadto Iinq = fi)rfd + f}gd.

Majac pelna wiedzg o stanie naszego ukladu (tzn. o stanach wszystkich

jego podukladéw), uzyskujemy réwniez cala wiedze o jego nieodwracalnosci.
W konsekwencji Ix jest catkowitg nieodwracalnoscia zwigzana z pierwszym
poduktadem. Ignorujac pozostale stopnie swobody, naturalnie tracimy czesé
informacji. Dotyczy to rowniez nieodwracalnosci podukiadu. Tracona w ten
sposob nieodwracalno$é zwiazana jest z interakcja miedzy poduktadem, ktory
nas interesuje, a reszta systemu. Prowadzi nas to do pojecia nieodwracalnoéci
interakeji I, = I' — I} ;. Okazuje sig, ze tej nieodwracalnosci mozna nadaé
nastepujaca interpretacje: opisuje ona miare informacji, jaka otrzymujemy

o stanie calej reszty systemu, poréwnujac dynamike ustalonego podsystemu z
dynamika przy odwréconym kierunku czasu. Przy dwoéch poduktadach wyraza
sie to wzorem

/
I = Pz — 2',y)log [P(W_m)} :
2o Pl
gdzie P(y|lr — ') = P(x — 2',y)/P(x — «’). Nieodwracalnos$¢ interakeji
jest wiec zerowa tylko wtedy, gdy puszczenie poduktadu do przodu i do tytu
daje nam taka sama informacje o reszcie systemu. W przeciwnym wypadku
nieodwracalno$¢ interakcji poduktadu jest $cidle dodatnia.

Oczywiscie formalizm ten mozna rozszerzy¢ na systemy sktadajace sie z wielu
roznych poduktadéw, gdzie mozemy rozwazaé cala hierarchie nieodwracalnodci,
z nieodwracalnoscia indywidualng na dole, a nieodwracalnoécia catkowita na
samej gérze. Sama nieodwracalno$é¢ interakcji mozemy wéwczas rozdzieli¢ na
interakcje drugiego rzedu, gdzie, tak jak wyzej, rozwazamy jeden poduktad,
ktory zmienia stan, i jeden, ktérego stan jest ustalony, oraz trzeciego rzedu,
gdzie dwa poduklady maja ustalone stany, i tak dalej.

By zobrazowaé ten podzial, rozwazmy tak zwany sensing system — uktad zlozony
z dwéch poduktadéw: pierwszy wykonuje pewien losowy proces, a drugi stara sie
kopiowaé¢ stan pierwszego. Jako pierwszy podukltad X wybierzmy ponownie
3-stanowy proces Markowa z rysunku 1. Poduklad Y kopiuje aktualny stan
procesu X z prawdopodobienstwem p,, zas z prawdopodobienstwami %(1 — py)
wybiera kazdy z pozostalych stanéw. Za kazdym krokiem czasowym poduktad
podlegajacy ewolucji jest wybierany losowo, kazdy z prawdopodobienstwem %
Przyktadowa ewolucje obu uktadéw prezentuje niniejsza tabelka, w ktorej
podkresleniem zaznaczono uklad podlegajacy zmianie, za$ ramka — sytuacje,
w ktérej proces Y poprawnie skopiowal proces X.

X123 33222113

Y111221222

Po zadaniu prawdopodobienstw przej$é¢ kolejnym krokiem jest znalezienie stanu
stacjonarnego. Caly uklad moze teraz znajdowac si¢ w jednym z 9 stanéw,

14



0.2 0.6 1.0 1.4 1.8

1.0

0.8
Py 0.6
0.4

05 06 0.7 08 091.0
Pz

1.0 1.0
0.8 0.8
— 0.6 - 0.6
0.4 0.4
05 06 07 08 09 1.0 05 06 07 08 09 1.0
Dz Pz

Rys. 2. Wykres konturowy nieodwracalnoéci w funkcji p, i py ilustrujacy relacje I = Iing + Iint. Nieodwracalnosé niezalezna Iinq okazuje si¢ zalezeé
gléwnie od p;, natomiast nieodwracalnos¢ w wyniku oddziatywan zalezy gtéwnie od p,
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co oznacza, ze stan stacjonarny jest rozwiazaniem ukltadu 9 réwnan. Na szczescie
dla naszego ukltadu sytuacja si¢ upraszcza. Poniewaz zasady ewolucji uktadu
nie wyrézniaja zadnego stanu, wiec stan stacjonarny musi odzwierciedlaé te
symetrie. Stad wynika, ze 7(1,1) = 7(2,2) = 7(3,3) = A, 7(1,2) = 7(2,3) =
=7(3,1)=pin(1,3) =n(2,1) = n(3,2) = v. Prowadzi to do 3 réwnari na A, p
i v, ktorych rozwiazaniem sa:

1 1
A= B+5py = 2p.(1-p2)), n=1306-p—py + 2p2 + 3papy),

1
v=6—3p, —dp, + 2p% + 3papy),
Stata normujaca N jest dobrana tak, by prawdopodobienstwa w stanie
stacjonarnym sumowaly sie do 1, czyli by A+ p+v =1/3.

Znajac stan stacjonarny, mozemy obliczy¢ prawdopodobienistwa, ze uktad
zmieni swoj stan pomiedzy kazdymi dwiema konfiguracjami. Na przyklad
prawdopodobienstwo, ze uklad byl w stanie (1,1) i przeszed! do stanu (1,2),
wynosi P(1,1 — 2) =T(1,2|1,1)x(1,1). Natomiast prawdopodobienistwo, ze
poduktad Y zmienil stan z 1 na 2, wynosi

P(1—2)=T71,2]1,)m(1,1) + T(2,2|2,1)w(2,1) + T(3,2]3,1)7(3,1).
Znajac te prawdopodobiefistwa, mozemy obliczyé I i Iinq, na przyklad
-5 1 1-p 3 1—-3v —p, +9vp,
Lipa = 5 (1= 2ps)log Pt Ling = 5 (1= 3py)(n V)10g<1 —3u—py+9upy>'
Wyrazenia na I sa bardziej skomplikowane i by zobrazowaé wyniki, postuzymy
si¢ wykresami. Na rysunku 2 przedstawiliSmy nieodwracalnosci w funkcji
prawdopodobienstw p, i p,. Catkowita nieodwracalnoé¢ zalezy od obu
zmiennych. Natomiast nieodwracalno$¢ niezalezna Tipa i interakcji Tint zaleza
gléwnie od p, i p,, odpowiednio. Pokazuje to, ze obie wielkoSci s czule na rézne
aspekty dynamiki.

Gdyby kto$ z Czytelnikéw postanowil obliczyé¢ pozostate nieodwracalnosci,
okaze sie, ze nieodwracalnosci interakcji obu podukladéw sa dodatnie, pomimo
ze prawdopodobienstwa przejscia wewnatrz podukladu X zupelnie nie zaleza
od podukladu Y. Krétkie wyjadnienie moze by¢ nastepujace. Obserwujac

tylko poduklad X i jego asymetrie, mozemy spodziewaé sie, ze w poduktadzie
kopiujacym asymetria ta bedzie odwzorowana, cho¢ z szumem. Tak samo,
obserwujac sam poduklad Y, powinnismy by¢ w stanie wyciagna¢ z niego pewna
asymetrie, ktora bedzie konsekwencja asymetrii ukladu X.

Podsumowujac, wprowadzona przez autordéw pracy [+] metoda pozwala na
zmierzenie nieodwracalnosci. Wielko$é ta mowi nam, jak daleko uktad w stanie
stacjonarnym jest od stanu réwnowagi termodynamicznej. Tym, co prowadzi do
nieodwracalnosci, jest ztamana zasada réwnowagi szczegoétowej, co powoduje, ze
uktad ewoluuje w konkretnym kierunku. Co wazne, metoda ta pozwala réwniez
okresli¢ zrédlo nieodwracalnosci — czy jest ona wynikiem dynamiki wewnatrz
poduktadéw, czy jest efektem oddzialywan pomiedzy podukladami? Czekamy na
kolejne zastosowania tej metody, by poznaé jej peten potencjal.
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