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Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
873 (WT =1,59) i 874 (WT = 1,69)
z numeru 1/2024

Pawel Kubit Krakéw 45,24
F.ukasz Merta Krakéw 42,56
Szymon Kitowski 41,11
Adam Woryna Ruda SI. 40,91
Piotr Kumor Olsztyn 40,44
Witold Bednarek  Lédz 35,81
Krzysztof Zygan Lubin 34,43

Pan Pawel Kubit, od dawna
nieprzerwanie obecny w Lidze, zakonczyt
6sma runde!

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z numeru 4/2024

Przypominamy tresé¢ zadan:

879. Funkcje f i g, o wartoSciach rzeczywistych, sg okreslone na przedziale [a, b]; funkcja g jest
rosngca; f(a) > 0 > f(b). Wiadomo ponadto, ze réznica f — g jest funkcjag ciggly. Udowodnié, ze
w pewnym punkcie przedziatu (a,b) funkcja f przyjmuje wartosé 0.

880. Rozstrzygnadé, czy zbiér wszystkich dodatnich liczb wymiernych Q4 daje si¢ przedstawic
w postaci sumy dwéch zbioréw roztacznych A, B tak, by mialy miejsce nastepujace implikacje
(dla z,y € Q4):

ejeSlizy=1,toz € A, ye Alubx € B, y € B;

ejesli|lz —y|=1,toz € A, ye Blubz € B, y € A.

879. Niech ¢ bedzie kresem gérnym zbioru {x € [a,b]: f(z) > 0} (niepustego,
bo f(a) > 0). Istnieje zatem ciag (x,) elementéw tego zbioru (byé¢ moze staly
od pewnego miejsca), zbiezny od lewej strony do ¢. Funkcja g jest rosnaca, wiec
g(xzn) < g(c) dla wszystkich n. Funkcja ¢ = f — g jest ciagla, wiec p(z,) — ¢(c);
przy tym o(x,) = f(zn) — g(zn) = 0 — g(c), skad wniosek, ze o(c) > —g(c), czyli
fe) = 0.

Skoro (z zalozenia) f(b) < 0, zatem ¢ < b. Z okreslenia liczby ¢ wynika, ze dla
x € (e, b] zachodzi nieréwnosé f(z) < 0; a takze nieréwnosé g(x) > g(c), bo

g jest funkcja rosnaca. Wobec tego ¢(x) = f(z) — g(x) < 0—g(c) dla = € (¢, b].
W granicy, gdy = dazy do ¢ (od prawej strony), dostajemy ¢(c) < —g(c).

Uzyskane nier6wnosci pokazuja, ze ¢(c) = —g(c); a to znaczy, ze f(c) = 0.

880. Istnieje takie rozbicie. Opis metody: okreslamy funkcje f: Qi — Q4
wzorami
1/z=: fo(z dlaz <1,
flay = 4 /7 = Do)
r—1=:fi(z) dlaz>1

Startujemy od dowolnej liczby = € Q4 i iterujemy przeksztalcenie f (wiec

w kazdym kroku stosujemy fy lub f1, w zaleznosci od tego, czy jestesmy

w przedziale (0, 1], czy (1,00)). Zauwazmy, ze jesli liczba wymierna (dodatnia)
jest zapisana w postaci utamka nieskracalnego, wéwczas przy zastosowaniu
funkcji fi suma licznika i mianownika zmniejsza sie; za$ przy zastosowaniu fy
ta suma nie ulega zmianie. Jednak po zastosowaniu fy jesteSmy w przedziale
(1,00) i w nastepnym kroku dzialamy znéw funkcja f1, zmniejszajac sume
licznika i mianownika. Wniosek: po skonczenie wielu krokach trafimy w liczbe 1.
Konczymy wtedy procedure iteracyjna.

Jedli, startujac od liczby z, stosowaliSmy kolejno funkcje f;,, fi,, ..., fi,, wéwczas
(i1,12,...,1x) jest ciagiem zerojedynkowym (skonczonej dlugosci), ktéry mozemy
uwazaé za kod liczby x.

Przyktad: dla z = % dostajemy trajektorie
27_.98 71 . 44  17_.27_ . 10_ 17 .7 10 . 3_.7_ .4 ,1_.3 .2 .1
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(strzalka = oznacza zastosowanie operacji fo; strzatka — oznacza f1). Kod
liczby 2T to (0111010101011011). [Mozna tu dostrzec rozbudowana postaé

9
algorytmu Euklidesa].

Dla dowolnej liczby = € Q4 okreslamy S(z) jako sume symboli w jej kodzie:
S(z) =11+ ...+ ix (czyli liczbe jedynek; np. S(2L) = 10; S(1) = 0 (kod pusty)).
I teraz: jesli S(x) ma wartosé parzysta, wrzucamy liczbe x do zbioru A; jesli
nieparzysta — to do zbioru B. Wymagane warunki sa spelnione: gdy zy = 1 oraz
(b.s.o.) z < 1, to y = f(x) = fo(z); kody liczb z, y maja tyle samo jedynek, wiec
te liczby sa obie w A lub obie w B. Gdy zas x —y =1, to y = f(z) = f1(z),
kody liczb z, y réznia sie o jedng jedynke, wiec te liczby leza jedna w A,

druga w B.

[Czytelnikowi Wnikliwemu proponujemy zastanowienie sie, czy przedstawiona
konstrukcja rozbicia Q. = AU B (o zadanej wlasnosci) jest jedyna mozliwa
(z dokladnoscia do zamiany symboli A < B)].
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
770 (WT = 3,5), 771 (WT = 2,45)

z numeru 1/2024
Tomasz Rudny Poznan 1-44+41,96

Rys. 3

Rys. 4 Q-

Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA
Rozwigzania zadan z numeru 4/2024

Przypominamy tresé¢ zadan:

776. Na poziomej powierzchni stoi jednorodna, cienka obrecz o masie M i promieniu R. Pozioma
$rednice¢ obreczy stanowi lekka, gtadka rurka, wewnatrz ktoérej umieszczono kulke o masie m
przylegajaca do rurki i polaczona z obregczag dwiema sprezynami o wspélczynnikach sprezystosci k
(rys. 1). Przytrzymujac obrecz, kulke odchylono w lewo o z, po czym uklad pozostawiono samemu
sobie. Znalezé przyspieszenie srodka obreczy w chwili poczatkowej, zaktadajac brak poslizgu obreczy.

777. Trzy jednakowe kondensatory o pojemnosciach C polaczono szeregowo, podlaczono do

zrédla o sile elektromotorycznej € i po naladowaniu odlaczono od baterii. Nastepnie do uktadu
podlaczono jednoczes$nie dwa oporniki o oporach R (rys. 2). Jaka ilo$¢ ciepta wydzieli si¢ na kazdym
oporniku? Jakie natezenia maja prady plynace przez oporniki w chwili, gdy napiecie na sSrodkowym
kondensatorze jest 10 razy mniejsze od sily elektromotorycznej baterii?

776. Na rysunku 3 zaznaczono sily dzialajace na obrecz. Poniewaz nie wystepuje
poslizg, mozemy napisa¢ rownanie ruchu obrotowego obreczy wokdt chwilowej osi

obrotu przechodzacej przez punkt A:
(1) 2M R*c = 2kxR + Nz,
gdzie N jest silg nacisku kulki na rurke, 2kx wypadkowa silta sprezystosci.

Przyspieszenie katowe € wigze sie z szukanym przyspieszeniem a $rodka obreczy
wzorem

(2) e=a/R.

Site nacisku N znajdziemy z réwnania ruchu kulki w pionie:

(3) mex = mg — N.
Z réwnan f otrzymujemy:
(mg + 2kR) xR
" 2MR? + ma?

777. Ladunki na kazdym z kondensatorow po odlaczeniu baterii wynosza
Q = C&/3. Po dolaczeniu opornikéw, gdy prady juz nie ptyna, kondensatory
sa polaczone réownolegle. Z dodatnio naladowanej okladki odplynat tadunek ¢
i wplynal na ujemnie naladowane okladki kondensatoréw zewnetrznych (rys. 4).
Poniewaz napiecia na kondensatorach sa jednakowe, Q — ¢ = —Q + ¢/2, stad
q =4C¢&/9. Ladunki na prawych oktadkach sa réwne Q — ¢ = —CE&/9. Poczatkowa
energia ukladu wynosi Wy = 3Q%/2C = C&?/6, koticowa Wy = CE?/54. Cieplo
wydzielone na kazdym oporniku jest réwne

W = (Wi — W) /2 =2CE*/27.
Poniewaz podczas przeladowywania zmieniaja sie znaki ladunkéw na srodkowym
kondensatorze, napiecie £/10 pojawia sie na nim dwukrotnie — podczas
roztadowywania od £/3 do zera i podczas tadowania od 0 do £/9.

Rozwazmy przypadek pierwszy. Ladunek ¢; odplywajacy z okladki érodkowego
kondensatora znajdujemy z réwnania @ — g1 = CE/10, stad ¢ = CE/30.
Ladunek koncowy w rozwazanym procesie na okladce kondensatora bocznego
wynosi —CE/3+ ¢1/2 = —13CE/60. Z drugiego prawa Kirchhoffa dla dolnego
oczka otrzymujemy: £/10 — RI; + 13€£/60 = 0, stad szukane natezenie pradu

Jacek Konieczny  Poznan 40,41
Ryszard Baniewicz Wloctawek 1-40,24 Il = 195/60R
Konrad Kapcia Poznan 2-38,10
ia‘gel Perkowski  Ozaréw Maz. 5-33,59 W drugim przypadku analogiczne réwnania maja postaé:

ndrzej

Nowogrodzki. C.hocianéw 3-23,69 Q—q = 705/10’ 705/3 + q2/2 = 7705/60’ 75/10 — RI> + 75/60 =0,
Jan Zambrzycki Biatystok 4-19,67
Tomasz Wietecha Tarnéw 17-16,18 a szukane natQZenie 12 = 5/60R
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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