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Dla uproszczenia przyjmiemy, ze filizanka
jest dwuwymiarowa, jak na rysunku
wyzej, choé analogiczne twierdzenie jest
prawdziwe réwniez w trzech wymiarach.

W Delcie pisaliémy juz o zastosowaniu
pojecia indeksu krzywej przy dowodzie
podstawowego twierdzenia algebry
(Maciej Skwarczynski, A$4) i twierdzenia
Borsuka—Ulama

(Krzysztof Nowinski, |A1L).
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Ciagle przeksztalcenie f z S1 (po lewej)
w Sz (po prawej) mozna przedstawié jako
krzywa w Sa. Aby lepiej zobaczy¢ jej
zachowanie, wizualnie ,pogrubiamy” Ss.
Zwréémy uwage na orientacje: gdy
poruszamy punktem @ € S; zgodnie

z ruchem wskazéwek zegara, punkt f(?)
porusza si¢ w kierunku wskazanym przez
strzatki.

Tak naprawde lewy rysunek
przedstawiajacy S1 nie moéwi nic

o zachowaniu f, wiec od teraz bedziemy
go pomijac.

Indeks krzywej réwny 1

Indeks krzywej rowny 2

O mieszaniu kawy.
Zyciowe zastosowanie topologii w analizie

Armin SCHIKORRA*

Czy przy mieszaniu tyzeczka goracej kawy w filizance zdarzyto Ci si¢ kiedy$
zastanowié¢, Czytelniku, nad skutecznoscia tego zabiegu? Mianowicie: czy jest
mozliwe, aby mimo starannego wymieszania jakas pojedyncza czastka kawy
mogla znalezé sie dokladnie w tym samym miejscu, w ktérym byla na poczatku?
Jedli wierzy¢ legendzie, holenderski matematyk Luitzen Egbertus Jan Brouwer
(1881-1966) rzeczywiscie si¢ nad tym problemem zastanawial, i zainspirowany
przeprowadzonym eksperymentem dowiodl twierdzenia znanego dzisiaj jako
twierdzenie Brouwera o punkcie stalym — pigknego wyniku laczacego w sobie
topologie z analiza.

Przyblizmy sformutowanie interesujacego nas twierdzenia. Wezmy dowolne ciagle
przeksztalcenie F' z kota jednostkowego D w to samo koto. Przyktadem jest tu
przyporzadkowanie kazdej czastce kawy p € D jej polozenia F(p) po wymieszaniu
— koto D pelni tu role ksztaltu filizanki. Twierdzenie orzeka, Ze istnieje wowczas
co najmniej jeden punkt ¢, ktéry nie ulega przemieszczeniu: F(q) = ¢ — co
oznacza, ze ktéras czastka kawy pozostata w miejscu.

Topologia: indeks krzywej

Aby udowodnié twierdzenie Brouwera, zaczniemy od wprowadzenia na scene
naszego gltéwnego narzedzia: indeksu. W tym celu wezmy ciagte przeksztalcenie
z okregu w okrag. Okrag ten moze reprezentowaé brzeg naszej (dla uproszczenia:
dwuwymiarowej) filizanki. Aby rozréznié¢ dziedzine funkcji (okrag przed
mieszaniem) od jej przeciwdziedziny (okrag po mieszaniu), oznaczymy je
odpowiednio przez S; i Ss.

Przeksztalcenie f to nic innego jak funkcja f: S; — So. Cigglosé oznacza
natomiast, ze jesli dwa punkty U, @ w dziedzinie leza blisko siebie, to f(¥)

nie moze by¢ zbyt daleko od f(@). Takie ciagle przeksztalcenie f bedziemy

tez nazywaé krzywag, bo mozemy bez odrywania oléwka narysowaé wszystkie
wartosci f(7), gdy ¥ przebiega S;. Poniewaz S; jest okregiem, nie ma poczatku
ani konica, podobnie jest wiec z krzywa f zawarta w okregu So. Moze
przypomina¢ ona gumke recepturke nawinieta na So.

Gdy zalozymy, ze ¥ porusza si¢ zgodnie z ruchem wskazéwek zegara (w ten
sposob ustalajac orientacje Sa), to nasza gumka réwniez jest zorientowana.
Bedzie dla nas wazne, by odrézniaé poszczegélne ,,pasma” gumki, wiec

w celu zwiekszenia czytelnosci rysunki na marginesach przedstawiaja ja na
pogrubionej” wersji okregu So.

Czas na definicje. Przyjmijmy, ze stoisz na gérze okregu S i odnotowujesz,

ile razy gumka przechodzi pod Twoimi nogami. Kazde przejscie zgodnie

z ruchem wskazowek zegara liczy sie jako +1, a kazde przeciwne jako —1.
Wynik takiego sumowania nazywamy indeksem krzywej f i oznaczamy przez
ind f. W zrozumieniu moga pomoc przyklady na marginesie, a jeszcze bardziej —
samodzielne narysowanie kolejnych.

Cwiczenie 1. Narysuj przykladowe krzywe o indeksie réwnym
0,+1,—1,42,—2,... Znajdz kilka réznie wygladajacych krzywych o indeksie 2.
Wyraz wlasnymi stowami: co maja wspdlnego wszystkie krzywe o indeksie 2.

Przy powyzszym ¢wiczeniu mozna sie natkna¢ na dwie skrajne sytuacje.

Po pierwsze, jesli gumka nigdy Cie nie mija, wspotczynnik nawiniecia to po
prostu zero. Skadinad kazde ,,dotkniecie”, gdy gumka do Ciebie dociera i od
razu zawraca, liczy sie jako 0. Po drugie, dlaczego gumka nie miataby nas
mijaé nieskonczenie wiele razy? W takim przypadku jednak po prawie kazdym
przejsciu gumka od razu zawraca i mija nas w przeciwna strone; w rezultacie
nieskonczenie wiele +1 i —1 sie¢ wzajemnie znosi, pozostawiajac skonczona sume.
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Indeks krzywej réwny 0

Przyklad Przeksztalcenie f(¥) = ¥ ma
indeks réwny 1

Przyklad@ Kazde przeksztalcenie state
ma indeks réwny 0

0o

Cw1czemel Niezaleznie gdzie jest Ada,
indeks jest taki sam

Cwiczenie Gdy jedna krzywa da sig
przeksztalci¢ w druga bez rozrywania

i opuszczania Sg, indeks pozostaje ten
sam. Ciekawostka: przeciwne wynikanie
réwniez jest prawdziwe!

Przyjrzyjmy sie jeszcze dwém prostym, ale niezwykle waznym przykladom:

Przyklad 1. Przyjmijmy, ze przeksztalcenie f jest identycznoscig: f(v) =
Wtedy gumka okrgza So, zgodnie z ruchem wskazowek zegara, dokladnie raz.
Indeks wynosi wiec ind f = 1.

Przyktad 2. Ustalmy dowolny punkt @ € So i za h przyjmijmy przeksztalcenie
stale: h(V) = 4. Gumka w ogdle nie okrgza wtedy Sa, jest zdegenerowana do
jednego punktu i dlatego ind h = 0.

Chociaz nie bedzie to istotne dla dowodu, warto tez wiedzieé¢ rzecz nastepujaca:
Cwiczenie 2. Uzasadnij, ze polozenie obserwatora nie ma znaczenia: jesli
zamiast na gorze okregu bedziemy sta¢ w innym miejscu, wyznaczony przez
nas indeks krzywej bedzie taki sam.

Wreszcie najwazniejsza wlasnosé: ciagle zmiany rozwazanej krzywej nie
zmieniaja jej indeksu. Topologia ma osobna nazwe dla takiej ciaglej zmiany —
to homotopia. Ponadto jesli gumke okreslona przez f da sie zdeformowaé do tej
zadanej przez g, bez rozrywania i bez opuszczania Ss, to przeksztalcenia f i g
nazywamy homotopijnymi.

Cwiczenie 3. Przekonaj sie, ze jesli krzywa f przeksztalcimy w sposéb ciagly
w krzywa g — w trakcie tego procesu nie wychodzac poza Sg — to indeks obu tych
krzywych jest taki sam.

Wiasnoéé z éwiczenia [3| moze zostaé¢ wyrazona takze w bardziej analityczny
sposdb:

Whiosek 4. Zalézmy, ze przeksztalcenia f: S; — So i g: S1 — S, sa ciagle,
a ponadto istnieje przeksztalcenie ciagle zwane homotopia,

H(t,7) €Sy dla 0 <t <1loraz v €S,

spelniajace nastepujace warunki:

o H(0,7) = f(?¥) dla wszystkich ¥ € Sy;
o H(1,7) = g(¥) dla wszystkich ¢ € S;.

Wéwezas indeks f jest rowny indeksowi g.

Zwiazek z ¢wiczeniem [3] jest nastepujacy. Dla kazdej ,.chwili” ¢ € [0, 1] funkcje
U — H(t,7) mozemy traktowaé jako krzywa. Zmiana wartosci t daje ciagta
zmiane tej krzywej, wiec przeksztalcenie H opisuje ciagla deformacje krzywej f
(w chwili t = 0) w krzywa g (w chwili ¢t = 1).

Analiza: twierdzenie Brouwera o punkcie staltym

Zacznijmy od oznaczen. Dtugos$é wektora § = (x,y) € R? oznaczamy przez
D] := v/22 + y?, a domkniete kolo jednostkowe przez:

D := {wszystkie wektory 7 = (z,y) € R?, dla ktérych |p] < 1}.
Brzegiem kota D jest okrag jednostkowy:
S := {wszystkie wektory p' = (x,y) € R?, dla ktérych |p] = 1}.

Uzyjemy réwniez oznaczenia 0 = (0,0) na poczatek ukladu wspélrzednych. Teraz
juz jestesmy gotowi, by precyzyjnie sformutowaé twierdzenie Brouwera o punkcie
statym.

Twierdzenie 5. Dla dowolnego ciaglego przeksztalcenia F': D — D istnieje

co najmniej jeden punkt 7 € D spelniajacy F(p) = p. Taki punkt p’ nazywamy
punktem stalym przeksztalcenia F'.

Wréémy na chwile do filizanki kawy z samego poczatku. Dla utatwienia
przyjmijmy, ze filizanka jest dwuwymiarowa, w ksztalcie kota D — tak jak
widziana z géry na pierwszym rysunku. Przeksztalcenie F': D — D mozemy wtedy
okresli¢, rozwazajac krople kawy poczatkowo znajdujaca sie w punkcie p'e D, i za
F(p) przyjmujac jej polozenie po zamieszaniu. Oczywiscie polozenie to nadal
jest w obrebie filizanki I (nic si¢ nie wylalo!). W takiej sytuacji twierdzenie
Brouwera stwierdza, ze ktoras z kropel konczy dokladnie tam, gdzie zaczeta.
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Dowod Twierdzenia. Przeprowadzimy dowdd przez
sprzeczno$é, czyli zalozymy, ze dane jest nam ciagle
przeksztalcenie F': D — I pozbawione punktu statego,
i stad wyprowadzimy sprzecznos$¢. Na tej drodze
pomoze nam wynikajaca z braku punktu statego
obserwacja, ze wielko$¢ |p'— F(p)| jest dodatnia

dla kazdego p € D, a wigc mozna przez nig dzielié

bez obawy, ze podzielimy przez zero. Postuzy nam

to do zdeformowania gumki z przykladu [I] do tej

z przykladu 2] i uzyskania w ten sposéb sprzecznosci

z wnioskiem [l

Konkretniej, do sprzecznosci doprowadzi nas badanie
indeksu krzywej g: S1 — Sy zadanej wzorem g(?) :

g:?gg‘. Skoro kazdy punkt ¢ na okregu jest réwniez

punktem kota, to ma sens rozwazanie F'(¥), a punkt
powstaly w wyniku dzielenia lezy na okregu Ss.
Ponadto nie dzielimy przez zero, wiec funkcja g

rzeczywiscie jest dobrze okreslona i ciagla. Rozwazymy
trzy przeksztaltcenia:

N . T—F(®) . F(0)
f(v) =7, 9(V) = =——%=7,  h(V) = ——=-.
|7 — F(7)] |F(0)]
jak w przykladzie[] jak wyzej stala jak w przykladzie[2]

ind f=1 ind h=0

Naszym celem jest wykazanie, ze krzywa f jest
homotopijna z g, a g z h. Z wniosku [4] wyniknie wtedy,
ze indeksy krzywych f, g i h sa réwne — cho¢ dobrze
wiemy, ze indeks f wynosi 1, a indeks h to 0. Ta
oczywista sprzeczno$é¢ pokazuje, ze gdzies musial by¢
blad, i tym bledem musialo by¢ poczatkowe zatozenie,
ze ,,F' nie ma punktu stalego”. Skoro tak, to szukany
przez nas punkt istnieje i dowdd jest zakonczony. O

Pozostaje wiec dowie$é homotopijnosci f, g i h,
co naturalnie dzieli sie na dwa kroki:

Dowdd, zZe f i g sqg homotopijne. Rozwazmy homotopie dang wzorem:

H(t,7) :=

7 — tF(7)

— 1= i/ _iESa
i—tr@]

0<t<1.

Jest to przeksztatcenie dobrze okreslone i ciagte, poniewaz unikamy dzielenia
przez zero: |U — tF (V)| # 0 dla wszystkich 7 € D it € [0, 1]. Istotnie, dla t =1 jest
to konsekwencja naszego zalozenia F' () # ¥, natomiast dla ¢ < 1 punkt tF(?)
lezy $cisle wewnqtrz okregu jednostkowego (wszak |F(¥)] < 1), co w szczegdlnosci

oznacza tF (V) # .

Co wiecej, H(0,7) = f(¥) (tu warto przypomnieé, ze |0] = 1) oraz H(1,7) = g(?).
Przeksztalcenie H jest wiec homotopia w sensie wniosku [4] O

Dowdd, ze g © h s¢ homotopijne. Tym razem przyjmijmy:

H

7) = 22V g,

i
_ o Fy) 0<t< 1.
|tv — F(t0)|

Wéwcezas latwo zauwazyé, ze:

e H jest dobrze okreslone i ciagle, bo nie dzielimy przez zero;

o H(1,7) = g(v);
.« H(0,7) = h(7).

Tak wiec H w ciagly sposéb przeksztalca g w h. O

Uwagi koncowe

OgraniczyliSmy sie do rozwazania dwuwymiarowego kota D, ktérego brzegiem
jest jednowymiarowy okrag S, ale jedynie dlatego, ze tatwo jest okredli¢ indeks
krzywej w okregu. To samo rozumowanie przenosi si¢ jednak na kule wymiaru 3
i wyzej, wystarczy w tym celu pojecie indeksu krzywej zamieni¢ na ogélniejsze
pojecie stopnia przeksztatcenia. Istnieja nawet nieskoriczenie wymiarowe wersje
twierdzenia Brouwera, przydatne w teorii réwnan rézniczkowych czastkowych.
Teoria stopnia przeksztalcenia, lub ogdlniej teoria grup homotopii, stanowi
natomiast jedno z podstawowych zagadnien dziedziny znanej jako topologia

algebraiczna.

Konstruktywny dowdd twierdzenia
Brouwera przedstawil Jarostaw Goérnicki
w A;O. Wyprowadzenie tego wyniku

z twierdzenia Borsuka—Ulama mozna za
to znalezé u Krzysztofa Ciesielskiego

i Zdzistawa Pogody w Aéé.

Na koniec odnotujmy wazna wtasno$é przedstawionego przez nas dowodu
twierdzenia Brouwera: nie mamy zadnego pojecia, gdzie jest szukany punkt
staly. Dowdd nie jest konstruktywny — nie daje nam zadnej wskazowki, gdzie
szukaé¢. Wiemy tylko tyle, ze istnieje. Co wiecej, nie jest on wyznaczony

jednoznacznie — punktow statych moze byé wiele, choéby dla przeksztalcenia
identycznosciowego, czyli kiedy kawy wcale nie zamieszaliSmy. Na sam koniec,
jako ostatnie ¢wiczenie, zachecam Czytelnika do samodzielnego sformutowania
i dowodu twierdzenia Brouwera w przypadku jednowymiarowym, w ktérym role
kola jednostkowego spelnia odcinek [—1, 1].
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