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Przeliczenia w grafach
Barttomiej BZDEGA

Grafem (prostym) nazywamy pare uporzadkowana (V, E), w ktérej V' jest
dowolnym niepustym zbiorem skonczonym, natomiast F jest zbiorem wybranych
dwuelementowych podzbioréw zbioru V. Bardziej po ludzku — mamy pewien
zbior V', ktorego elementy nazywamy wierzchotkamsi; elementy zbioru E, zwane
krawedziami, interpretujemy jako polaczenia wybranych par wierzchotkéw.
Wierzcholki v i w, ktore sa polaczone krawedzia, nazywamy sgsiednimi. Czesto
zamiast krawedZ {v, w} piszemy po prostu vw. Liczbe sasiadéw wierzchotka v
nazywamy jego stopniem i oznaczamy deg(v).

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Sciezkq dlugosci m nazywamy graf, ktérego wierzcholki mozna ustawié¢ w taki
ciag (wo,w1,. .., Wn), ze E={wowi,wiwe,... Wn_1Wn}. Cyklem dlugosci m >3
— graf, ktérego wierzcholtki mozna ulozyé w ciag (w1, we, ..., wy), dla ktérego
E = {wiwa, wows, . . ., Wy —1 W, Wywy . Graf nazywamy pelnym lub klikq, jesli
kazde dwa jego wierzchotki sa potaczone.

Graf G’ = (V’, E') nazywamy podgrafem grafu G = (V, E), je$li V' CV i E' C E.
Méwiac, dla przyktadu, graf G ma cykl dlugosci 5, mamy na mysli to, ze pewien
podgraf grafu G jest cyklem dtugosci 5. Podobnie przez liczbe sciezek diugosci 3
w grafie G rozumiemy liczbe tych podgraféow grafu G, ktére sa Sciezkami
dhugosci 3.

Dalej, o ile nie napisano inaczej, przyjmujemy n = |V| oraz k = |E| dla danego
grafu. Niech [ oznacza liczbe $ciezek dlugosci 2 w danym grafie, a t — liczbe
tréjkgtow (cykli dtugosci 3). Stosujemy tez konwencje V' = {vy,va,...,v,} oraz
d; = deg(v;) dlat=1,2,...,n.

Twierdzenie 1 (o u$ciskach dloni). Zachodzi réwnosé dy +das + ...+ d, = 2k.

Dowdd. ,Przetnijmy” kazda krawedz na dwie pdlkrawedzie. Liczba wszystkich
pétkrawedzi jest oczywiscie réwna 2k. Z drugiej strony, kazdy wierzchotek v;
jest jedynym koncem d; potkrawedzi, wiec liczba potkrawedzi jest rowna
di+do+...+d,. O
Niech com(v;,v;) = ¢; ; oznacza liczbe wspdlnych sasiadéw wierzchotkéw v; i v;.
Twierdzenie 2. Zachodzg réwnosci: | = (d21) + (d22) +...+ (dQ") =D i<icj<n Cinj-
Dowdd. Pierwsza réwnos$¢ wynika z tego, ze liczba $ciezek ze Srodkowym
wierzchotkiem v; jest (dz) Druga — z tego, ze liczbg Sciezek z koncami v; i v,

jest Cij- (I

Wiele zadan na Olimpiadzie Matematycznej mozna wyslowi¢ w jezyku graféw,
zwlaszcza te o polaczeniach drogowych miast, przyjazniach w pewnej grupie
0s6b itp. Poczatkujacemu w tej materii Czytelnikowi polecam, jako cenne
¢wiczenie, dokonaé przegladu zadan OM/OMJ, znalezé te o grafowej naturze
ije ,przetlumaczyé”.

Zadania

1. Wykazaé, ze jesli w grafie nie ma tréjkatéw, to k < in2. (twierdzenie Mantela)

2. Dany jest graf o n wierzchotkach, w ktérym kazdy wierzcholek ma
stopien d, kazde dwa potaczone wierzchotki maja doktadnie A\ wspdlnych
sasiadow oraz kazde dwa niepolaczone wierzchotki maja dokladnie
w wspélnych sasiadéw (graf taki nazywamy silnie regularnym). Wykazaé, ze
(n—d-1Dpu=(d-X-1)d

3. Kazda krawedz danego grafu pelnego jest czerwona, zielona lub niebieska.
Udowodni¢, ze w tym grafie jest mniej niz %n?’ tréjkolorowych tréjkatow.

4. Kazda krawedz danego grafu pelnego jest czerwona lub niebieska. Udowodnié,
ze liczba jednokolorowych tréjkatéw w tym grafie jest réwna co najmniej
£n(n —1)(n— 5). (twierdzenie Goodmana)

Dowiesé, ze 9t% < 2k3. (LVI OM)

6. Niech G = (V, E), przy czym V = AU B dla A = {a1,aq9,...,a,}

i B={by,ba,...,b,} oraz AN B = (). Wiadomo, ze w grafie G kazda krawedz
jest postaci a;b; i nie ma zadnego cyklu diugosci 4. Dowies¢, ze ten graf ma

co najwyzej 2n(v/4n — 3 + 1) krawedzi.
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