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Rozwigzania na str.

skale czasu rowng okoto 200 lat. Za typowa warto$¢ masy przyjeliémy mase

Jowisza mq_. Poniewaz sfera jest zasilana energia gwiazdy, to oczywiscie
Podrz
L

< 1, a w praktyce stosunek ten bylby zapewne znacznie mniejszy od 1.
Aby sfera o masie mq_ byta stabilna przez wystarczajaco dlugi czas (np.

7 > 10 milionéw lat), w okolicy 1 j.a. nie moze znajdowaé sie zadne cialto

0 masie wiekszej niz 10_2mqk. Jedli w ukladzie nie ma planet, poniewaz np.
zostaly wykorzystane do budowy sfery, to wydaje sie, ze stabilno$¢ dzigki
napedowi zasilanemu $wiatlem gwiazdy moze wystarczyé¢ w kosmicznych skalach
czasowych. Alternatywnie, sfera moze wykorzystywaé mase gwiazdy jako paliwo
do stabilizacji swojej pozycji.

Jak wida¢, monolityczna sfera Dysona wydaje si¢ interesujacym pomystem
teoretycznym, ale moze sprawi¢ pozaziemskiej cywilizacji wiele praktycznych
ktopotow. Z drugiej strony cywilizacja zdolna do manipulacji obiektami w skali
gwiazdowej z pewnoscia daje sobie rade z wigkszymi problemami.

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1789. Okrag o srodku w punkcie I jest wpisany w trojkat ABC i jest
styczny do bokéw BC i AB odpowiednio w punktach A; i Cy. Na odcinku BCy
obrano punkt X taki, ze IX = IC. Udowodnié, ze srodek odcinka XC' lezy na
odcinku A;C.

M 1790. Funkcja f: R — R dla wszystkich z,y € R spelnia nieréwnosé
f(@® +2y) > f(2® + 3y).
Udowodni¢, ze f jest funkcja stala na zbiorze dodatnich liczb rzeczywistych.

M 1791. Kazdy wierzcholek n-kata wypuklego F (n > 4) malujemy na

biato lub czarno. Przekatna F nazwiemy kolorowg, jesli jej konce sa réznego
koloru. Kolorowanie wszystkich wierzchotkéw F nazwiemy dobrym, jesli F
mozna podzieli¢ na tréjkaty kolorowymi przekatnymi, ktore nie maja punktow
wspolnych innych niz wierzchotki F. Wyznaczy¢ liczbe dobrych kolorowan.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1101. Pokonywanie zakretu ze zbyt duza predkoscia konczy sie poslizgiem
i wypadnieciem z tuku drogi lub przewrdceniem pojazdu (tzw. dachowaniem).
Znajdz warunki, w jakich nastepuje pierwszy lub drugi przypadek. Samochéd
o masie m pokonuje zakret o promieniu R z predkoécia v, wspdélczynnik tarcia
opon o powierzchnie drogi wynosi f, a przyspieszenie ziemskie g. Droga

jest pozioma. Srodek masy pojazdu znajduje sie na wysokosci h nad droga,

w polowie odlegloséci d miedzy kotami.

F 1102. W wyniku zderzen neutronéw promieniowania kosmicznego z atomami
atmosferycznego azotu N powstaja atomy wegla 14C, ktére reaguja

z atmosferycznym tlenem, tworzac czasteczki dwutlenku wegla CO,. Izotop 4C
jest nietrwaly i w przemianie 8~ rozpada sie do '“N z czasem polowicznego
zaniku 1y /5 = 5730 lat. Ogromna wigkszos$¢ czasteczek CO2 w atmosferze
zawiera stabilny izotop '?C, przy czym stosunek liczb czasteczek z atomami
14C i 12C pozostaje staty w czasie (dynamiczna réwnowaga proceséw tworzenia
i rozpadu *C). W wyniku fotosyntezy w takim samym stosunku izotopy wegla
sa przyswajane przez organizmy zywe (dopdki pozostaja zywe). W ruinach
starozytnego miasta archeolodzy znalezli papirusowy zwéj, w ktérym stosunek
atoméw 4C i 12C wynosil 80% wartosci mierzonej we wspélczesnych roglinach.
Kiedy powstal badany zwdj?
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m Rozwigzanie zadania M 1789.
C
%8

AY c X B

Tréjkaty prostokatne XI1Cq i CIA; s przystajace, gdyz maja
réwne przeciwprostokatne I X, XC oraz przyprostokatne
réwne promieniowi okregu wpisanego w trojkat ABC. Zatem

C1X = A.C.

Niech punkt Y bedzie punktem symetrycznym do punktu X
wzgledem C7. Wtedy czworokat A1CY C jest symetryczny
wzgledem dwusiecznej kata B (poniewaz C1Y = A;C oraz
BC1 = BA1), zatem A1C1 || CY. Oznacza to, ze prosta C1Aq
jest prosta taczaca srodki bokéw Y X i XC tréjkata Y XC.

Uwaga: Mozna réwniez zauwazy¢, ze na czworokacie BXIC
mozna opisaé¢ okrag, wtedy prosta A;C7 jest prosta Simsona
punktu I (patrz Deltoid z A}g) wzgledem tréjkata BXC.

i Rozwigzanie zadania M 1790.

Jedli 0 < a < b, to podstawmy y =a —b < 01z =+/3b— 2a. Wtedy
a=2%+3yib=2x?+2y. W konsekwencji f(a) < f(b) i funkcja
f(x) jest niemalejaca dla z > 0.

Niech teraz 0 < u < v. Wtedy znajdziemy taka liczbe catkowita

dodatnia n, ze
3 n—1 v 3\ "
he <-<(=) .
(2) S (2)

Podstawiajac * = 0 oraz y = %z, dostajemy f(z) = f (%z) dla
dowolnej liczby rzeczywistej z, a zatem

s > 1 (3u) >f((g)2u> >z 0 ((2) ) 2505 s,

gdzie w ostatnich dwéch nieréwnosciach wykorzystaliSmy
pokazang monotoniczno$é f. Wobec tego f(u) = f(v).

m Rozwigzanie zadania M 1791.

Zauwazmy, ze pokolorowanie wszystkich wierzchotkéw jednym
kolorem nie jest dobre; takie pokolorowanie nie jest rozwazane
ponizej.

Powiemy, ze bok wielokata jest kolorowy, jesli jego korice
sa w réznych kolorach, a niekolorowy — w przeciwnym razie.
Kolorowanie wierzchotkéw nazwiemy uporzgdkowanym, jesli
istnieje prosta oddzielajaca biale wierzchotki od czarnych.

Pokazemy, ze kolorowanie wierzchotkéw wypuklego n-kata (dla
n > 3) jest dobre wtedy i tylko wtedy, gdy jest uporzagdkowane.
Istotnie, zalézmy, ze pokolorowanie wierzchotkéow wypuklego
n-kata jest dobre, i rozwazmy odpowiedni podzial wielokata
na tréjkaty kolorowymi przekatnymi. W takim podziale

bedzie doktadnie n — 2 tréojkatéw. W kazdym z tych tréjkatéw
mozna wybraé odcinek taczacy wierzchotki tego samego koloru.
Odcinek ten nie moze by¢ przekatng n-kata, dlatego jest to
jego niekolorowy bok. Tak wiec dla kazdego z n — 2 tréjkatow
istnieje niekolorowy bok n-kata (dla réznych tréjkatéw boki te
sg oczywiscie rézne), zatem w naszym n-kacie jest co najmniej
n — 2 niekolorowych bokéw. Réwnowaznie, sa w nim co najwyzej
dwa kolorowe boki, skad tatwo wynika, ze kolorowanie to jest
uporzadkowane.

Zalézmy teraz, ze kolorowanie wierzchotkéw wypuktego n-kata
jest uporzadkowane, oznaczmy kolejno wierzchotki A, Aa, ..., Ay
(biate), B1, Ba,...,B; (czarne). Narysujmy wszystkie przekatne
od A1 do czarnych wierzchotkéw i wszystkie przekatne od B; do
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biatych wierzchotkéw. W ten sposéb otrzymujemy dobry podzial
naszego wielokata.

Pozostaje obliczy¢ liczbe uporzadkowanych kolorowan n-kata. Dla
kazdej mozliwej liczby k czarnych wierzchotkéw (k przyjmuje
wartosci od 1 do n — 1) sposréd wszystkich n wierzchotkéw
mozna na n sposobéw wybraé¢ uktad blokéw k kolejnych czarnych
wierzchotkéw, tj. liczba uporzadkowanych kolorowan wynosi

n(n —1).

& Rozwigzanie zadania F 1101.

Rysunek przedstawia sily
dzialajgce na samochéd
podczas pokonywania zakretu
— $rodek luku jest po prawej
stronie. Pionowe sktadowe sit

N

a

ADJ%

T, Tw

réwnowazg ciezar samochodu:
N + Ny = mg,

a poziome sktadowe (sity

tarcia) sa zrédlem sity

dosrodkowej:

a N\
/R

mv2

R

Dodatkowo wiemy, ze suma momentéw tych sit podczas stabilnej
jazdy (obliczymy te sume wzgledem $rodka masy samochodu)
Wynosi zero:

mg T, +Ty =

d
(N = N2) 5 + (Tw + T:)h = 0.

Otrzymany uklad réwnan pozwala wyznaczyé N, i N:

2 2
mg ~ muv“h mg muvh
N, = — ;0 Ny =—— .
=% "UrR Y7 2 d-R

Mamy dodatkowo Ty, + T < f(Nw + N:), a stad warunkiem

braku poslizgu jest v2 < gRf. Dachowanie zacznie si¢, gdy Ny = 0,

co prowadzi do warunku: v2 < gRd/(2h).

Whiosek: jesli f < d/(2h), to przy nadmiernej predkosci nastapi
poslizg, a gdy f > d/(2h), to nastapi dachowanie. Dlatego
ciezaréwki i SUV-y (duza warto$é¢ h) czesciej dachujg niz ,zwykle
samochody osobowe. Dodatkowy bagaznik na dachu samochodu
»sprzyja” dachowaniu.
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W rozwigzaniu pominiete zostalo niebezpieczenstwo poslizgu
prowadzacego do obrotu wokot osi prostopadlej do drogi zwigzane
z nieré6wnomiernym rozkladem masy pojazdu i nieumiejetnym
uzywaniem pedalu gazu.

‘& Rozwigzanie zadania F 1102.

W znalezionym zwoju stosunek liczb atoméw C i 12C wynosit
0,8 wartosci we wspotczesnych roslinach, co oznacza, ze w probce
pozostalo N = 0,8Ng atoméw 4C, gdzie Ny jest ich pierwotna,
liczba. Wedlug prawa rozpadu promieniotwérczego po czasie t

w prébce pozostaje:

t
N(t) = No exp <77>
p
atoméw izotopu C. Nalezy jeszcze powigzaé parametr 7 (tzw.
$redni czas zycia) z czasem polowicznego rozpadu t1/2:
1 ty1/2 ) ty1/2
—No = Npexp | ——— T=—.
270 0 xXp < T In2

Czas, jaki uplynat od sciecia todyg papirusu tworzacych zwdj,

Wynosi: N ¢ N
t=7ln (—O> = I—/QIH (—0)
N In2 N

Liczbowo: t &~ 1845 lat, a wiec zwdj powstal okoto roku 180 naszej
ery.

Uwaga: zawarto$é izotopu 4C w prébce okredla sie, mierzac
liczbe rozpadéw S~ lub rozdzielajac w separatorze mas izotopy
zawarte w weglu wyizolowanym z prébki.


https://deltami.edu.pl/2015/10/prosta-simsona/

