Jak wyglada pozaskonczona rzeczywistosc¢?
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Formalnie ta nierozréznialnosé polega na
wyodrebnieniu roztacznych podzbioréw
tréjek, w ramach ktérych kazde dwie
tréjki spelniaja . Tak okreslone
podzbiory traktujemy jako elementy
nowej przestrzeni.

(n1,m1, k1) + (n2, ma, k2) =
= (nika + noki, miks + moky, k1k2)

(n1, m1, k1) - (n2, ma, ko) =
= (n1n2 + mima, nima + minz, ki1kz)

(n1,m1, k1) < (n2, m2, k2) =
= niks + mak1 < noki + mike

Czytelnikowi Dociekliwemu polecamy
upewnienie sie, ze powyzsze operacje
odpowiadajg adekwatnym
dzialaniom/relacjom (dodawania,
mnozenia, mniejszodci) na zbiorze
zakodowanych przez nasze trojki
»szkolnych” liczb wymiernych.

Julia SCISEOWSKA*

Pewnego razu liczby naturalne (czyli zbiér N = {0,1,2,3,...}) przechadzaly
sie malownicza Sciezynka w teoriomnogos$ciowym lesie. Nagle porwala je pewna
rusaltka, ktora najpierw zamienila je na zbiér wszystkich tréjek liczb: n,m € N
oraz k € N\ {0}, a na te tréjki rzucila urok relacji réwnowaznosci. Zaklecie to
sprawito, ze dowolne dwie trdjki (n1, mq, k1) oraz (na, ma, ko) spelniajace

(1)
staly sie nierozréznialne. Na pierwszy rzut oka powyzsza réwnos¢ wyglada do$é
egzotycznie, jednak po prostych przeksztatceniach daje "1;71’”1 = ”2;7;”2 Gdyby
zatem kazdej trojce liczb (n,m, k) przypisac liczbe wymierng "™, to réwnosé
pozwalalaby stwierdzié¢, ktérym trojkom przypiszemy to samo. Rusatka mogtaby
jednak nie znaé¢ (lub po prostu nie lubié¢) dzialan odejmowania oraz dzielenia,

gdyz potrafia one z liczb naturalnych zrobi¢ nienaturalne — i stad taka, a nie

inna postaé (|1f).

Utozsamionym tréjkom odpowiadaja zatem te same liczby, znane nam ze szkoty
pod nazwg wymiernych (ktérych zbiér oznaczamy przez Q). Dla przykladu,

w wyniku dzialan rusalki nierozréznialne staly sie tréjki (2,5,6) oraz (5,7,4),
obie kodujace liczbe wymierna —%. Zaznaczmy jednak ponownie, ze rusatka nie
musiala zna¢ wczesniej liczb wymiernych — ona wlasnie je sobie wyczarowatla!

nl'k2+m2~k1:n2~k1+m1~k2

Na zbiorze utozsamionych w ten sposéb tréjek liczb naturalnych rusatka
zadala dzialania dodawania, mnozenia oraz porzadek liniowy (patrz margines).
Nastepnie rusatka stworzyla z nich przekroje Dedekinda. A oto, jak je
zdefiniowala.

Podzbiér liczb wymiernych A C Q nazwiemy przekrojem Dedekinda, jesli spelnia
nastepujace trzy warunki:

1. A# @ oraz A # Q;
2. JeSlix € Aoraz y <z, to y € A;
3. Dla kazdego x € A istnieje element y € A taki, ze z < y.

Tak narodzily sie liczby rzeczywiste, ktére rusatka zdefiniowala jako:
R={ACQ: A jest przekrojem Dedekinda}.

Pojawilo sie wéwczas dosé naturalne pytanie: co by sie stalo (tzn. jaka
powstalaby przestrzen), gdyby rusaltka zastosowala te same operacje na ,troche
wiekszym” zbiorze niz liczby naturalne?

Aby znalezé odpowiedz na to pytanie, trzeba zapoznaé sie nieco z pewnymi
bardzo znanymi obywatelkami matematycznego $wiata — czyli z liczbami
porzadkowymi, ktére uogdlniaja liczby naturalne. Teoriomnogosciowiec definiuje
liczbe porzadkows jako zbiér z porzadkiem, ktéry spelnia dwa warunki — po
pierwsze dowolne dwa elementy mozna ze soba poréwnaé (czyli jeden jest
muiejszy od drugiego lub mu réwny, np. 10 > 7), a po drugie dowolny element
jest zbiorem wszystkich elementéw od niego mniejszych w tym porzadku.
Przyktadowo:

3=1{0,1,2) = {0,{0}, {0, {0}}}.

Oznaczamy réwniez w = N = {0,1,2,...}. Zauwazmy, ze liczba porzadkowa jest
tez {N,w}.

Liczba porzadkowa jest liczba kardynalna, jesli nie jest ona réwnoliczna

z zadna liczba porzadkowa od siebie mniejsza (czyli jesli nie da sie jej
elementow polaczyé¢ w pary z elementami zadnej mniejszej od niej liczby
porzadkowej). Jesli k jest liczba kardynalna, to mozna o niej mysle¢ jak

o zbiorze ztozonym z wszystkich liczb porzadkowych mocy mniejszej od «.
Przykladowo wprowadzona wczeéniej liczba porzadkowa w jest liczbg kardynalna.
Jest to najmniejsza nieskonczona liczba porzadkowa.
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Zaznaczmy tutaj, ze aby czary rusatki
osiagnely pozadany efekt, nalezy
wprowadzié¢ na zbiorze k dzialania
dodawania i mnozenia w odpowiednio
staranny sposéb. Sg to tak zwane
operacje Hessenberga.

O liczbach porzadkowych mozna myé$leé¢ jako o uogdlnieniu liczb naturalnych,
kodujacym intuicje ustawiania pewnych bytéw w odpowiedniej kolejnosci,

a liczby kardynalne uogdélniaja pojecie liczby elementéw w danym zbiorze,
nazywane moca danego zbioru.

Kiedy rusatka zapragnie wlozy¢ do worka pewien nieskonczony zbiér, chwyta
po kolei jego elementy i méwi: ,ty bedziesz pierwszym elementem w worku, ty
bedziesz drugim elementem w worku, ty bedziesz trzecim...” i tak dalej. Chcac
na przykltad powiedzieé, jaki jest liczebnik porzadkowy przypisany ostatniemu
wlozonemu elementowi do worka, rusatka uzyje pojecia liczby porzadkowe;j.

Kiedy jednak rusalka chce zbadac, ile elementéw jest juz w worku, to nie jest
dla niej wazne, w jakiej kolejnosci wkladala te elementy do worka — wtedy
wazna jest dla niej jedynie liczba (by¢ moze nieskoniczona) elementéw w worku —
i odpowiedzia na to pytanie jest pewna liczba kardynalna.

Wspomnielidmy juz, ze liczby porzadkowe stanowia uogdlnienie liczb naturalnych.
Jak sie okazuje, mozna na nich wprowadzi¢ dzialania dodawania i mnozenia,
uogolniajace te operacje stosowane do liczb naturalnych. Chwyémy teraz liczbe
kardynalna i spojrzmy na nig w nadzwyczaj teoriomnogosciowy sposob, tzn.
rozwazmy zbidr ztozony z wszystkich liczb porzadkowych mniejszych od «.
Nastepnie podarujmy ten zbiér naszej znajomej rusalce z teoriomnogosciowego
lasu. Co widzimy? Otéz rusalka zaczyna wykonywaé na tym zbiorze dokladnie
te sama operacje, ktéra z N uczynita Q — teraz jednak zbiér x, na ktérym
zadawala relacje réwnowaznoéci okreslong przez (1), moze by¢ znacznie wiekszy
od liczby kardynalnej w, z ktéra rusatka bawila sie na poczatku tej opowiesci.

Otrzymane przez rusatke w pierwszym kroku zbiory bedziemy nazywaé
liczbami k-wymiernymi i oznacza¢ przez k—Q, natomiast to, co z nich dalej
dostaniemy przez wykorzystanie przekrojéw Dedekinda, bedzie nazywane
liczbami k-rzeczywistymi (ozn. k-R). Mozemy wigc napisac:

Q=wQ oraz R=wR.

Liczby k-rzeczywiste nosza rézne imiona — czasem zwa si¢ po prostu diugims
liczbami, a innym razem, gdy chcemy podkresli¢ ich ponadnaturalne (to jest:
k-fantastyczne) pochodzenie, nazywamy je pozaskoriczonymi liczbami
rzeczywistyms.

Pozaskonczone liczby rzeczywiste, jak na liczby przystalo, mogg by¢ uzywane
do réznych rodzajéw obliczeni. Zeby méc jednak wykonywaé te obliczenia,
trzeba zdefiniowaé¢ pewne dzialania. Mozna dosy¢ naturalnie wprowadzié¢ na
tych liczbach dzialanie dodawania oraz mnozenia. Gdy sie to zrobi zgodnie ze
sztuka oraz wyrézni si¢ zero i jedynke, to uzyskuje si¢ byt matematyczny, ktory
otrzymalby od algebraikéw zaszczytne miano ciala uporzgdkowanego. Co prawda
takie cialo mialoby pozaskonczong dlugosé, ale tak juz w matematycznej
przyrodzie bywa.

Przy tych rozwazaniach pamietajmy jednak, ze dobry matematyk to uwazny
matematyk! Wiemy przeciez, ze liczby k-rzeczywiste powstaly w dzikim
teoriomnogos$ciowym lesie wskutek rusatkowej roboty, wiec mogty zostaé skapane
w czarnej matematycznej magii, ktéra nie zachowuje przyzwoitych wtasnosci.

Zastanéwmy sie chociazby, jak wyglada przestrzen xR dla k > w? No c6z — robi
sie troche upiornie, bo §wiat k—R dla nieprzeliczalnych liczb kardynalnych

nie zawiera pierwiastkéw znanych z rzeczywistego $wiata, takich jak np. v/2.
Innymi stowy, nie istnieje liczba k-rzeczywista, ktéra pomnozona przez siebie
da w wyniku 2 (rozumiane jako liczba k-rzeczywista). A wiec k-R w ogélnosci
potrafi byé¢ bardzo nieprzyjazne z czysto ontologicznego punktu widzenia.
Niedobrze. Zwlaszcza, ze oznacza to, iz R = w-R ¢ xR dla k > w, czyli istnieja
zwyczajne liczby rzeczywiste, ktore nie sa liczbami k-rzeczywistymi. Z drugiej
strony, w kR istnieja nowe elementy, ktorych nie ma w Swiecie zwyktych liczb
rzeczywistych, takie jak liczby nieskoriczenie duze, np. w, w + 2023, w -9 oraz
nieskonczenie male, np. %
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Zainteresowanym zglebianiem tajemnic
liczb k-rzeczywistych polecam artykut
Long reals, Davida Asperd oraz
Konstantina Tsaprounisa, z ktérego
korzystatam, piszac ten tekst.
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Na rysunku zaznaczono z6ttym kolorem
wierzcholki nalezace do zbioru
dominujgcego

Ciekawe rzeczy sie dzieja, gdy liczby k-rzeczywiste wpadaja do rak topologéw,
czyli matematykéw zglebiajacych te wlasnodci przestrzeni, ktore potrafia
przetrwaé w bardzo abstrakcyjnych warunkach. Najpierw topolog wyczuwa,

ze liczby k-rzeczywiste nieco dziwnie ,,pachna”... no wtasnie, okazuje sie, ze
dla k > w liczby k-rzeczywiste sa niespdjne, czyli ,,dziurawe” (o czym Swiadczy
np. brak v/2), wiec niektére klasyczne fakty o R (np. twierdzenie o wartosci
$redniej) przestaja by¢ prawdziwe w kR dla k > w. Mozna wigec uprawiaé

w pozaskonczonych liczbach rzeczywistych rachunek rézniczkowo-catkowy, lecz
trzeba liczy¢ sie z tym, ze bedzie on nieco dziwaczny i niejeden analityk mdégtby
by¢ nieco sceptyczny wobec pozaskonczonych fenomendéw tej teorii.

Nie ma jednak co marudzi¢: niektore fundamentalne wtasnosci zwyktych liczb
rzeczywistych R = w-R sg prawdziwe réwniez w Swiecie liczb k-rzeczywistych
dla k > w. Na przyklad gestos¢ — powszechnie wiadomo, ze Q jest geste w R,
czyli miedzy dowolnymi liczbami rzeczywistymi mozna znalezé liczbe wymierna.
Okazuje sie, ze k—Q jest geste w kR, czyli miedzy dowolnymi liczbami
k-rzeczywistymi mozna znalezé liczbe k-wymierna. Istnieja rézne twierdzenia

z zakresu teorii opisywania pewnych eleganckich przestrzeni topologicznych
(zwanej deskryptywna teoria mnogosci), ktére pokazuja, ze liczby k-rzeczywiste,
z pewnego punktu widzenia, sa bardzo sensownym uogdélnieniem klasycznych
liczb rzeczywistych w—R.

A co to znaczy: sensowne uogélnienie? O tym juz traktuja inne historie. Mozna
snu¢ wiele pozaskonczonych basni — zaréwno topologiczno-teoriomnogosciowych,
jak i teoriomnogoéciowo-logicznych. By je poznaé, nalezy zapoznacé si¢ lepiej

z teorig mnogoéci, do czego serdecznie zachecam — bo potem jest sie gotowym
na podroéz do teoriomnogosciowego lasu. Do tego samego lasu, w ktérym pewna
rusatka wykreowata przestrzen liczb k-rzeczywistych.

Szerokosé Sciezkowa
Jadwiga CZYZEWSKA*

Rewolucja! W krélestwie Bajtocji wynaleziono telefon, i mtody krél, ktéry
wlasnie zasiadl na tronie, chce wykorzysta¢ ten wspanialy wynalazek do
usprawnienia komunikacji w swoim krélestwie. Dawniej kazda wiadomosé
przenosil gotab pocztowy, a jak powszechnie wiadomo, jest to system do$¢ wolny
i zawodny. Kroél zarzadzit zatem zainstalowanie telefonu w kazdym miescie.
Kiedy jednak jego doradcy pokazali mu kosztorys projektu, krél ztapat sie

za gltowe i zdecydowal na inne rozwiazanie: aparaty maja by¢ zainstalowane

w taki sposéb, by wszyscy poddani mieli dostep do telefonu w swoim miescie
lub w pewnym innym mieécie polaczonym bezpoérednio droga z ich miastem.
Doradcy kroéla gltowia sie teraz, w ktérych miastach je zainstalowac, tak aby byto
ich jak najmniej i tym samym koszt projektu byl jak najnizszy.

Przedstawmy nasz problem w jezyku teorii graféw. Rozwazmy graf G = (V, E),
w ktérym zbiér wierzchotkéw V reprezentuje miasta w krolestwie, a zbiér
krawedzi E odpowiada istniejacym polaczeniom drogowym. Chcemy znalezé
taki podzbiér wierzchotkéw D, by kazdy wierzcholek grafu albo sam nalezal do
zbioru D, albo miatl sgsiada w zbiorze D. Kazdy wierzcholek o takiej wlasnosci
nazwiemy zdominowanym. W opisanej sytuacji zdominowane sa wszystkie
wierzchotki, podzbiér D nazwiemy wiec zbiorem dominujacym. Oczywiscie,
wybierajac D = V, wskazemy poprawny zbiér dominujacy, ale, podobnie jak kréla,
interesuje nas zbiér o mozliwie najmniejszej liczbie wierzchotkdw.

Opisany problem w teorii graféw nosi nazwe problemu minimalnego zbioru
dominujacego. Mozemy takze rozwazy¢ wariant, gdy koszty wybudowania
telefonu w poszczegdlnych miastach sie rézniag — kazdemu miastu v; przypisujemy
koszt ¢(v;), ktéry bedziemy tez nazywaé waga. Naszym zadaniem jest wtedy
wskazanie zbioru dominujacego o minimalnej sumarycznej wadze. Jest to
wéwezas problem zbioru dominujacego o minimalnej wadze.
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http://logicandanalysis.org/index.php/jla/article/view/302/125

