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Rys. 1. Rysunek z Zhou Bi Suan Jing.
Zrédto: domena publiczna, Wikipedia
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Rys. 2. Dowdd twierdzenia Pitagorasa
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Rys. 3. Problem zlamanego bambusa.
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W tym artykule przyblizymy nieco Czytelnikowi matematyke starozytnych Chin
i pokazemy kilka ciekawych zagadek i probleméw, ktére ukazaly sie w chinskich
tekstach w okresie od 500 roku p.n.e. do XIII wieku.

W starozytnych Chinach matematycy nie byli zainteresowani podazaniem za
abstrakcyjnymi pojeciami matematycznymi dla wlasnej satysfakcji. Kladli
nacisk wylacznie na nauke empiryczna. Stworzyli inne podejécie do matematyki
niz to prezentowane przez Grekdéw, ktérzy byli zainteresowani takze czysto
teoretycznymi pytaniami (na przyklad dowiedzeniem, zZe istnieje nieskonczenie
wiele liczb pierwszych lub ustaleniem liczby bryl platoriskich). Dlatego aby
zrozumie¢ osiggniecia starozytnych matematykow chinskich, trzeba skupié sie
na konkretnych problemach, ktére rozwazali.

Jednym z najstarszych zachowanych chinskich tekstéw matematycznych jest
Zhou Bi Suan Jing (Klasyczna Matematyka Zhou Gnomona), po$wiecony
astronomii i matematyce. Szacuje sie, ze zostal napisany w latach 500-200 p.n.e.
Tekst zawiera interesujacy rysunek (zobacz rys. 1).

Sugeruje on elegancki dowdd twierdzenia Pitagorasa. Mianowicie: rozwazmy
rysunek 2, gdzie oznaczamy istotne odcinki przez a,b i c.

Pole duzego kwadratu wynosi ¢?. Sklada sie on z czterech tréjkatéw
prostokatnych, kazdy o bokach a, b i ¢, oraz kwadratu o boku a — b. Stad

otrzymujemy b
4%+(afb)2:02
lub
2ab + a? — 2ab + b = 2,

co prowadzi do pozadanej konkluzji.

Najbardziej wplywowym tekstem w historii chinskiej matematyki jest
anonimowa ksiazka Jiu Zhang Suan Shu (Dziewie¢ Rozdzialéw o Sztuce
Matematycznej), napisana w latach 500 p.n.e. — 200 n.e. (za: G.G. Joseph,

s. 191). Jest to wlasciwie kompilacja dzietl kilku pokolent chifiskich matematykéw,
prawdopodobnie poczawszy od X wieku p.n.e. Dostepna wersja pochodzi

z 11T wieku.

Tekst wplynal na chinska matematyke, podobnie jak Elementy Euklidesa
wplynely na matematyke europejska, i przez kilka wiekéw byl uzywany do
szkolenia urzednikéw administracji cesarskiej. Ksiazka jest zorganizowana
jako seria 246 probleméw z rozwiazaniami, utozonymi tematycznie w dziewieé¢
rozdziatow.

Ostatni rozdzial zawiera dowdd twierdzenia Pitagorasa. Byl on w szczegdlnosci
wykorzystany do rozwiazania nastepujacego pieknego problemu.

Problem ztamanego bambusa

Ponizsze sformutowanie pochodzi z XIII wieku, uzyte w nim chi to jednostka
dtugosci.

Bambus o wysokosci 10 chi zlamal sie, i jego wierzcholek dotyka
ziemi 3 chi od podstawy pnia. Na jakiej wysokosci sie ztamalt?

Problem pojawial sie ponownie w pracach hinduskich matematykéw, od IX do
XII wieku, a ostatecznie takze w niektérych tekstach w Europie. Sugeruje to
migracje na zachdd réznych pomystéw matematycznych ze starozytnych Chin
(za: G.G. Joseph, s. 257).

Rozwiazanie problemu jest bardzo proste. Oznaczmy diugo$é¢ ztamanej

czeéci przez . Z twierdzenia Pitagorasa 2 + 32 = (10 — )2, czyli

22 4+ 9 =100 — 20z + x2, co daje x = g—é = 4,55. A wiec bambus ztamatl si¢ na
wysokoéci 4,55 chi.
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Najmniejszg odpowiedzia jest 23.
Faktycznie, 23 podzielone przez 3 daje
reszte 2, 23 podzielone przez 5 daje
reszte 3, a 23 podzielone przez 7 daje
reszte 2.

Problem stu ptakéw moze byé
sformalizowany za pomocy nastepujacych
dwéch réwnan:

5z + 3y + 3z = 100,

z +y+ 2z =100,
gdzie x,y i z oznaczaja, odpowiednio,
liczbe kogutéw, kur i kurczakéw.
Rozwigzania przyjmuja postaé:

x = 4t,
y =25 —Tt,
z =175+ 3t,

t jest tu catkowitym parametrem.
Wszystkie wartodci, w szczegdlnodci y,
musza by¢ nieujemne. Wynika z tego, ze
t musi by¢ réwne 0, 1, 2 lub 3. To
prowadzi do czterech rozwigzan (z,y, z)
w liczbach naturalnych: (0, 25, 75),
(4,18,78), (8,11,81) i (12,4, 84). Autor
pomija pierwsze z nich.

Rys. 4. Problem miasta otoczonego
murem. Zrédlo: domena publiczna,
Wikipedia Commons

Zobacz: rozdzial 5 w ksigzce

C. Smorynskiego History of
Mathematics: A Supplement, Springer,
2008.

Chinskie twierdzenie o reszcie

Wyrafinowanie chinskiej matematyki w IV wieku n.e. mozna docenié¢ poprzez
rozwazenie nastepujacego problemu z tekstu Sun Zu Suan Jing (Matematyczny
podrecznik mistrza Suna):

Istnieje pewna nieznana liczba obiektow. Gdy liczymy je ,,po
trzy” [tj. dzielimy przez 3], reszta wynosi 2, gdy liczymy je ,,po
piec”, reszta wynosi 3, a gdy liczymy je ,po siedem”, reszta
wynost 2. le jest obiektow?

Autor tej ksiazki podal zaréwno odpowiedz, jak i wyjasnienie swojej metody
rozwiazania problemu. Rozwiazanie, gdy uogélnione do dowolnej liczby zalozen
postaci ,,gdy liczymy w x, reszta wynosi y”, przy zalozeniu, ze uzyte dzielniki y
sa wzglednie pierwsze, jest nazywane chiriskim twierdzeniem o reszcie. Jest to
wazny wynik w teorii liczb.

Problem stu ptakéw

Inny stynny problem pojawil sie w teksécie z V wieku. Jest on sformutowany
nastepujaco (géan to miedziany pieniadz [za: G.G. Joseph, s. 288]):

Jesli koguty kosztujg 5 qianow kazdy, kury kosztujg 3 qiany
kazda © 3 kurczaki kosztujg 1 qian, © jesli 100 ptakow dostaje
ste za 100 qiandw, ile jest kogutow, kur i kurczakow?

Tekst oferuje trzy rozwiazania tego problemu, chociaz nie podano wyjasnienia,
jak zostaly one otrzymane. Matematycznie ten problem jest interesujacy,
poniewaz wymaga rozwiazania réwnan liniowych w liczbach naturalnych,

czyli tak zwanych rownan diofantycznych, rozwazanych w Starozytnej Grecji
przez Diofantosa (ok. 250 roku). Co wiecej, sformalizowanie problemu jako
dwéch réwnan z trzema zmiennymi prowadzi do koncepcji parametryzowanych
rozwigzan. Co ciekawe, warianty tego problemu pojawily sie kilka wiekéw pdzniej
w Indiach, Egipcie i Sredniowiecznej Europie.

Problem miasta otoczonego murem

Zakonczmy te krotka prezentacje omdéwieniem nastepujacego intrygujacego
problemu z okresu sredniowiecza. Pochodzi on z imponujacego tekstu Shu

Shu Jiu Zhang (Traktat matematyczny w dziewieciu sekcjach), napisanego

w XIII wieku przez Chiniskiego matematyka Qin Jiushao (ok. 1202 — ok. 1261).
Ksiazka zawiera 81 probleméw matematycznych dotyczacych réznych zagadnien
praktycznych, w tym astronomii i spraw wojskowych. W zadaniu ponizej I7 jest
jednostka odleglosci.

Miasto jest otoczone okrgglym murem o nieznanej srednicy,
z czterema bramami. Drzewo lezy 3 li na potnoc od pélnocnej
bramy. Jesli idziemy 9 li na wschdd od poludniowej bramy,
drzewo staje sie widoczne. Znajdé srednice miasta.

Ten problem zostal szczegdétowo oméwiony w ksiazce C. Smorynskiego.
Przedstawimy tu alternatywne rozwiazanie, ktore wykorzystuje tozsamos$é
trygonometryczna dotyczaca funkcji tangens, tg.

Rozwazmy uogolnienie, w ktérym uzywamy dowolnych wartodci a i b zamiast

9 i 3. Zadanie sprowadza sie wiec do obliczenia $rednicy x okregu, gdy mamy
dane a i b. Dodajmy do poczatkowego rysunku dodatkowy promien okregu, jak
w rysunku 5.

Rozwazmy tréjkaty prostokatne o katach « i 5. Maja one wspélny jeden bok
i w kazdym z nich drugi bok jest réwny promieniowi okregu. Wobec tego
z twierdzenia Pitagorasa trzecie boki sa sobie réwne.

A wiec te trojkaty sa przystajace, zatem a = 5. Mamy tg(2«a) = ZTH’ oraz
tg(a) = Z, wige

tg(2a) = 2tg(a) + S.



Korzystamy teraz z tozsamo$ci trygonometrycznej
2tg(a)

tg(2a) = .

g( ) 1— th (a)

Ostatnie dwie réwnosci prowadza do réwnania
b 2y
1—y?’

20+ — =
a

gdzie y = tg(a).
Mnozac obie strony przez a(1 — y?) i upraszczajac, otrzymujemy réwnanie
2ay°> +by? —b=0

(o3

a
a’
rOwnanie trzeciego stopnia w x:

trzeciego stopnia w y:
Ale y = z wiec podstawiajac, otrzymujemy po uproszczeniu nastepujace
3 4+ bax® — 4a®b = 0.

Rys. 5. Problem okraglego miasta
otoczonego murem w ogdlnej wersji

Dla a =9 i b= 3 za pomoca WolframAlpha, https://www.wolframalpha.com),
otrzymujemy trzy rozwiazania: dwa w liczbach zespolonych i jedno w liczbach
rzeczywistych, = 9, co jest poszukiwang odpowiedzia.
Fakt, ze rozwiazanie tak prostego problemu wymaga rozwazenia réwnania
trzeciego stopnia, jest zaskakujacy. Drogi Czytelniku, jezeli uda Ci si¢ rozwiazaé
ten problem przy uzyciu tylko rownania drugiego stopnia, to daj, prosze, zna¢ na

adres apt@cwi.nll
Tekst oparty na rozdziale 3 i zalgcznikach 3 i 17 z ksigzki: Krzysztof R. Apt,
,A Brief History of Mathematics for Curious Minds”, World Scientific, 2024.

Przygotowal Dominik BUREK
M 1792. Dane sg parami rézne liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢, dla ktérych
a® =qac—1 oraz b9 =be—1.

20232 (ab)*0* < 1.

ﬁ Zadania
Udowodni¢, ze
M 1793. Dodatnie liczby catkowite sa pokolorowane na bialo lub czerwono
tak, ze jesli a, b maja ten sam kolor, a a — 100 jest dodatnia liczba catkowita, to
a — 10b i a réwniez maja ten sam kolor. Ile istnieje takich kolorowan?

M 1794. Liczbe catkowita dodatnia nazywamy dobrg, jesli mozna ja
przedstawié¢ jako sume dwoch wzglednie pierwszych liczb naturalnych, z ktérych

pierwsza jest iloczynem nieparzystej liczby liczb pierwszych (niekoniecznie
r6znych), a druga — parzystej. Udowodnié, Ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb

catkowitych dodatnich k takich, ze k* jest liczba dobra.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER
F 1103. Cegta spada na pitke tenisows spoczywajaca na twardym, poziomym
podiozu (np. betonie). Po odbiciu cegla odskakuje na wysokos$é¢ H nad pitka.
Oszacuj, na jaka wysokos¢ podskoczy pitka? Zakladamy, ze cegla uderza w pitke
$rodkiem poziomej powierzchni znajdujacym sie doktadnie nad $rodkiem piltki.

Opory ruchu mozna pominac.
wrzatku po 5 minutach jest ,ugotowane” tak, jak lubimy. Jajo strusia ma

F 1104. Na podstawie doswiadczenia wiemy, ze kurze jajo zanurzone we
podobny ksztalt (i sklad), ale jego wymiary sa okolo trzy razy wieksze niz jaja

kurzego. Ile czasu powinnisSmy gotowaé jajo strusia?
Oba zadania zostaly zaczerpniete ze zbiorku Physics at your feet: Berkeley

Graduate Exam Questions or Ninety Minutes of Shame but a PhD for the Rest

of Your Life pod redakcja D. Budkera i A. O. Sushkova.

Rozwigzania na str.
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