Klub 44 M

Zadania z matematyki nr 885, 886

Redaguje Marcin E. KUCZMA

1-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2024

M=1{1,2,...

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
875 (WT = 2,62) i 876 (WT = 1,48)

z numeru 2/2024 wartosé ilorazu

Fukasz Merta Krakéw 42,56
Piotr Kumor Olsztyn 41,92
Szymon Kitowski 41,11
Adam Woryna Ruda Sl. 40,91
Witold Bednarek 1.6dz 37,29
Krzysztof Zygan Lubin 34,43
Michal Adamaszek  Kopenhaga 31,25
Jedrzej Biedrzycki 31,02
Andrzej Kurach Ryjewo 30,66

Rozwiazania zadan z numeru 5/2024

Przypominamy tre$¢ zadan:

881. Ciag ap,a1,az,. .

Obliczy¢ granice
n—1

X 1
lim — H a;
0

n—oo An ;
lub wykazaé, ze ta granica nie istnieje.
882. Na bokach AB, BC, CD, DA réwnolegltoboku ABCD wybrano,
odpowiednio, punkty K, L, M, N, rézne od wierzchotkéw. Wezmy pod
uwage trojkaty ANK, BKL, CLM, DM N. Udowodni¢, ze kazda
z nastepujacych czwérek punktéw stanowi czwérke wierzchotkéw
pewnego réwnolegloboku:
(a) ortocentra tych tréjkatow;
(b) $rodki ciezkosci tych trojkatow;
(c) $rodki okregéw opisanych na tych tréjkatach.
881. Nalezy zbada¢ granice ciagu (bn/ax), gdzie
bn =ag...an—1 (przyjmujemy by = 1). Widaé, ze
bn+1 = anbn,. Wykazemy indukcyjnie, ze dlan =0,1,2,...
zachodzi réwnosé ) )
a, — bb;, = 4.
Dla n = 0 zgadza si¢. Przyjmijmy stusznosé¢ wzoru dla n
i przejdzmy do n + 1:

a1 —Bbp g1 = (an —2)° = 5(anbn)? = ay (a5, —4—5b,) +4 = 4;

w ostatnim kroku uzyte zostalo zalozenie indukcyjne
(wyrazenie w nawiasie zeruje sie). Dowodzona réwnosé
zachodzi wiec dla wszystkich n > 0. Wynika z niej, ze
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. jest okreslony wzorami: ag = 3, ant1 = a;, — 2.

885. Niech p bedzie ustalona liczba pierwsza nieparzysta i niech
,p—1}. Wyznaczy¢ liczbe funkeji f: M — M takich, ze dla
kazdego x € M liczba xf(f(x)) — 1 dzieli si¢ przez p.

886. W tréjkacie ostrokatnym o bokach diugosci a, b, ¢ katy wewnetrzne przy
przeciwleglych wierzchotkach maja miary (odpowiednio) «, 5,~. Wykazaé, ze

a cosa+ b cosf + ¢ cosy
a+b+c

wyraza sie przez dlugosci promieni okregéw opisanego i wpisanego. Wyjasnic,
czy uzyskany wzér jest stuszny rowniez dla trojkatow rozwartokatnych.

Zadanie 886 zaproponowal pan Marian Lupiezowiec z Gliwic.

882. Oznaczmy ortocentra tych czterech trojkatéw,

w podanej kolejnosci, przez Hq, Hy, Hc, Hg; ich $rodki
ciezkoéci — przez Ga, Gv, G, Ga; zas srodki okregéw na nich
opisanych — przez Og, Op, O, Og.

(a) Punkty H, i Hp leza na prostej przechodzacej przez K
(wspdlny wierzcholek tréjkatéw ANK, BKL), prostopadlej
do prostych DA i BC. Punkty H. i Hyq leza na prostej
przechodzacej przez M i takze prostopadlej do DA i BC.
Zatem HqHy||H:.Hq. Analogicznie pokazujemy, ze
HyH.||H4H,: czworokat Ho HyH.Hg jest réwnoleglobokiem.

(b) Rachujemy na wektorach. Niech P bedzie
punktem przeciecia przekatnych AC i BD; a wiec

PA+PC=T0 = PB+PD. Stad
PG, + PG, = 1(PA+ PN + PK) + §(PC + PL + PM) =
:%(ﬁ+ﬁ(+ﬁ+ﬁ/[),
PGy + PGy = L(PB + PK + PL) + 1(PD + PM + PN) =
1

— L(PK + PL+ PM + PN).

Uzyskana réwnosé
(1) PG, + PG. = PGy + PGy
oznacza, ze Srodki odcinkéw G,G. i G,G4 pokrywaja sie:
czworokat GoGpyG.Gq4 jest réwnolegltobokiem.
(c) W tréjkacie ANK (jak w kazdym tréjkacie) rozwazane
punkty charakterystyczne O,, Ga, H, leza w tej
kolejnosci na jednej prostej (Eulera), tworzac proporcje
0,Gq : GoH, =1: 2. Stad PG, = %POE + %PHG, czyli
— — =
PO, = %PGQ — %PH,I. Analogicznie wyrazaja si¢ wektory
— =
POy, PO, POy.
Z konkluzji czesci (a) wynika, ze odcinki H,H. i HyHg maja
wspolny srodek, czyli ze
(2) PH,+ PH. = PHy, + PH,.
Skoro za$ (dla x = a, b, ¢, d) wektory PO, wyrazaja sie
jednolitym wzorem jako kombinacja liniowa wektorow
PG.,PH,, z réwnosci (1) i (2) wynika taka sama réwnosé
dla wektoréw PO,:

e

PO, + PO, = POy + POy.
Oznacza ona, ze odcinki O,O. i O,O4 maja wspélny srodek:
czworokat Oq0,0.0y jest rownolegltobokiem.



Klub 44 F

Termin nadsylania rozwigzan: 30 XI 2024

D

Rys. 1

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
772 (WT = 1,64), 773 (WT = 2,71)

z numeru 1/2024

Ryszard Baniewicz Wloctawek 2-4440,43

Jacek Konieczny  Poznan 40,41 znajduje sie w odlegloéci | = 2 cm od zrédla. Jaki powinien byé promiert wewnetrzny rury, aby kulka
Konrad Kapcia Poznan 2-39,58 pochlaniata polowe energii emitowanej przez zrédlo?
Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5-35,07
Andrzej 779. W pionowo ustawionym naczyniu, pod cigzkim tlokiem znajduje si¢ niewielka ilo$¢ helu. Nie
Nowogrodzki Chocianéw 3-23,69 ma ciénienia atmosferycznego, ttok ,wisi” na wysokosci H nad dnem naczynia, a jego tarcie o $cianki
Jan Zambrzycki Bialystok 4-22,38 naczynia jest zaniedbywalne. Tlok bardzo szybko podniesiono na wysokos¢ 10H wzglgdem dna
Tomasz Wietecha Tarnéw 17-20,53 naczynia (tak, ze podczas podnoszenia nie dochodzito do zderzen z czasteczkami gazu) i po ustaleniu
Pawel Kubit Krakéw 17,21 si¢ réwnowagi puszczono swobodnie. Na jakiej wysokosci nad dnem naczynia tlok zatrzymal sig,
gdy ustatly jego drgania? Naczynie nie przewodzi cieplta, pojemnos¢ cieplna $cianek i tloka mozna
O' e zaniedbac¢, hel traktujemy jako gaz doskonaly.
N
N
\\ 778. Rysunek 2 przedstawia bieg promieni wychodzacych ze zrédta O, w ptaszczyznie
AN przekroju rury. Promienie w obszarze O AB nie spetniaja warunkéw zadania. Zmniejszajac
N . .. . . . .
A B promien rury, zmniejszamy powierzchnie tego obszaru. Przypadek graniczny, gdy wszystkie
promienie biegnace ze Zrédla na prawo od prostej OO’, wyznaczonej przez zrédto i jego
obraz, trafiaja na kulke bezposrednio albo po odbiciach od powierzchni wewnetrznej rury,
przedstawia rysunek 3. Promienie biegnace w lewo od prostej OO’ wychodza z rury albo
bezposrednio, albo po wielokrotnych odbiciach.
O
Maksymalny promien rury, dla ktérego spelnione sg warunki zadania, dany jest
wzorem:
R=r/cosa=r/y/1—72/I12 ~ 1,15 cm.
Rys. 2 779. Podczas podnoszenia ttoka nie jest wykonywana praca nad gazem, nie ma
wymiany ciepla z otoczeniem i gaz jest doskonaly, zatem zgodnie z pierwszg zasada
o’ termodynamiki energia wewnetrzna gazu nie zmienia sie:
AU = Nncy (Tl - To) = O,
a tym samym w wyniku podniesienia ttoka nie zmienia sie jego temperatura: Ty = Tp.
y . . .
Podczas opadania tloka praca wykonana nad gazem wynosi W = Mg(10H — z), gdzie M
R A jest masg tloka, a = szukana wysokoscig koncowa. Zasada zachowania energii ma postac:
Y o
« (1) Mg (10H — z) = 3nR (Ts — Tv) /2.
Cié$nienia w stanach poczatkowym i konicowym sa jednakowe:
: p2 = Mg/S = po,
Rys. 3 gdzie S jest przekrojem naczynia. Z réwnan Clapeyrona : poSH = nRTy , p2Sx = nRT5,
otrzymujemy:
(2) T, =Tox/H.
Wstawiajac do , dostajemy:
z=4,6H.
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.

Zadania z fizyki nr 782, 783
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

782. Potencjal w srodku odosobnionego, natadowanego, drucianego pierscienia
0 promieniu a wynosi .. Pierscien ten zblizono do uziemionej przewodzacej
sfery o promieniu b tak, ze tylko érodek pierScienia znajduje sie na powierzchni
sfery (rys. 1). Znalez¢ tadunek indukowany na sferze.

783. Mata kulka o masie m naladowana tadunkiem ¢ zawieszona jest

na niewazkiej i nierozciagliwej nici w jednorodnym polu magnetycznym

o indukcji By skierowanej pionowo. Kulke odchylono o maty kat z potozenia
réwnowagi i puszczono swobodnie. Po jakim czasie plaszczyzna wahan wahadta
obroci si¢ o kat 27?7 Maksymalna sita Lorentza dzialajaca na kulke jest mala

w poréwnaniu z maksymalng sila zawracajaca. Nie uwzgledniamy efektow
zwigzanych z obrotem Ziemi.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2024

Przypominamy tre$¢ zadan:

778. Na osi dlugiej rury o lustrzanej powierzchni wewnetrznej znajduje si¢ punktowe, izotropowe
zrédlo $wiatla oraz catkowicie pochtaniajaca swiatto kulka o promieniu » = 1 cm. Srodek kulki
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