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Niektére zagadnienia z dziedziny informatyki daja sie¢ rozwiaza¢ za pomoca
algorytmow symulujacych okreslone procesy. Dostajemy w ten sposéb poprawne
odpowiedzi, ale ztozono$¢ programu zalezy od stopnia skomplikowania symulacji.
Jedli czas dzialania programu nie jest dla nas satysfakcjonujacy (na przyktad
dla duzych danych wejsciowych), to szukamy rozwiazania bardziej eleganckiego,
choéby dla pewnych szczegblnych przypadkow. W tym artykule skupimy sie na
tego typu problemie, pojawil si¢ on juz w Delcie cztery lata temu, w artykule
»Raz, dwa, trzy, wychodz ty!” Piotra Zarzyckiego (Al,) i zostal przedstawiony
od strony matematycznej. Tym razem skupimy sie na jego informatycznym
aspekcie.

Ostatnia osoba przy stole

W 2012 roku na Przedmiotowym Konkursie Informatycznym LOGIA pojawito
sie nastepujace zadanie:

Przy okraglym stole n uczestnikéw spotkania siedzi na krzestach
ponumerowanych od 1 do n. Kolejno co k-ta osoba wstaje i opuszcza
spotkanie. Zadaniem Antka jest wskazanie osoby, ktéra pozostanie przy stole
jako ostatnia.

Naszym celem jest wiec napisanie funkcji, ktora jako wejscie przyjmuje liczby
n ik, a zwraca numer krzesta, ktére zostanie opuszczone jako ostatnie. Jest to
znane zadanie kombinatoryczne nazywane problemem Jozefa Flawiusza.

Uczestnicy konkursu mogli rozwiazaé¢ to zadanie na kilka sposobdw; standardowe
podejécie to wykorzystanie symulacji wypraszania kolejnych oséb ze spotkania,
co mozna zapisaé nastepujaco (w ponizszym algorytmie przyjmujemy, ze liste
indeksujemy od 0):
function OSTATNI(n, k)
stol < lista liczb od 1 do n
osoba < k —1
while dlugosé(stol) > 1 do
Usun element na pozycji osoba z listy stol
0soba + (0soba + k) mod dlugosé(stol)

return ostatni element stol

W tym podejiciu przechowujemy numery oséb na liscie, ktéra w kolejnych
krokach skracamy, co odpowiada wypraszaniu kolejnych oséb. Takie rozwiazanie,
dzialajace w ztozonoéci czasowej O(n?) (pojedyncze usuniecie elementu z listy
ma pesymistyczna zlozonosé O(n)), wystarczalo do uzyskania maksymalnej
liczby punktéw. Rozwigzanie to mozna nieco poprawié, uzyskujac zlozonosé
O(nk) — zamiast usuwaé elementy ze $rodka listy, przenosimy k — 1 poczatkowych
elementow listy na jej koniec, a potem usuwamy element, ktory aktualnie
znajduje sie na poczatku. Warto sie jednak zastanowié, czy zadania nie

mozna rozwiazaé zupelnie inaczej. Idealnie byloby, gdyby istnial taki wzér na
pozycje ostatniej osoby, ktéry mozna wyliczy¢ za pomoca prostych operacji
arytmetycznych. Okazuje sie, Ze nie jest to takie proste. Dla k = 2 istnieje jawny
wzér, ktory za chwile uzasadnimy, jednak dla & > 2 sprawa sie komplikuje.

Przypadek k = 2

Skupimy si¢ teraz na przypadku k = 2 — to znaczy, ze co druga osoba wstaje
i opuszcza spotkanie. Niech J(n) oznacza pozycje (numer krzesla) osoby,
ktéra zostanie przy stole jako ostatnia. Mozna zauwazy¢, ze jesli na poczatku
przy stole siedzi parzysta liczba osob, ktéra oznaczymy przez 2n, to po
wyproszeniu pierwszych n z nich przy stole zostanie n 0s6b z kolejnymi
numerami nieparzystymi. Jest to taka sama sytuacja, jakby na poczatku przy
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stole bylo n osob, tylko ze ich numery sa podwojone i pomniejszone o jeden.
Te obserwacje mozna zapisa¢ w nastepujacy sposob:
J(2n) =2J(n) — 1.
Kiedy na poczatku przy stole siedzi nieparzysta liczba oséb (2n + 1), po
wyproszeniu n z nich przy stole zostanie n + 1 0s6b ponumerowanych kolejnymi
liczbami nieparzystymi. Kolejna osoba, ktéra zostanie wyproszona, bedzie ta na
pozycji 1. Wtedy przy stole bedzie n oséb o kolejnych numerach nieparzystych,
zaczynajac od 3 — ponownie bedzie to taka sama sytuacja, jakby na poczatku
bylo n 0séb, tyle ze tym razem ich numery sa podwojone i powiekszone o jeden:
J2n+1)=2J(n)+ 1.
Korzystajac ze wzoréw (1) i (2), mozna zapisa¢ wzér rekurencyjny:
1 dlan=1,
(%) Jn)=1q2J (%) -1 dla n parzystego,
2J (%51) +1 dlan > 1 nieparzystego.
Dla pierwszych szesnastu liczb calkowitych dodatnich wartosci J(n) zostaly
zapisane w tabelce.

n |1]2(3|al5]6|7[8]9o|l1w0|11|12]13]|14]15]16
Jm) |11 |31 |3|5|7|1|3| 5| 7] 9[11|13|15] 1

W powyzszej tabelce podzieliliSmy wartosci funkcji J na grupy o rozmiarach
bedacych kolejnymi potegami dwojki. W obrebie kazdej grupy wartosci funkcji
sa kolejnymi liczbami nieparzystymi. Ta obserwacja sugeruje nastepujaca
hipoteze:

(13) J2M+1)=2l4+1 dlam,l €N takich, ze 0 < < 2™.
Prawdziwo$¢ tej hipotezy udowodnimy za pomoca indukcji wzgledem m.

W przypadku bazowym, czyli dla m = 0, jedyna mozliwg, wartoscia [ jest zero —
wystarczy wiec sprawdzié¢ tylko jeden przypadek: J(1) = J(2°+0)=2-0+1= 1.
Wezmy teraz dowolne m. Zakladajac prawdziwosé tezy dla m, udowodnimy

ja dla m + 1. Najpierw zauwazmy, ze dla 0 < [ < 2™*! nieparzystego mozemy
skorzystaé z zalozenia indukcyjnego, otrzymujac:

m—41 _ _
J(2m+1+l)=2J<22+l1) +1=2J(2m+l21> +1=

-1
=2<2-l2+1>+1=2l+1.

Jezeli natomiast [ jest parzyste, to analogicznie otrzymujemy:

m—+1
J(2m+1+l):2J<22+l> —1=2J(2m+;> —1=

2<2~;+1)12l+1.

To koticzy dowdd naszej hipotezy. Zauwazmy, ze po przeksztalceniu wzoru ()
dostajemy wzor jawny:

J(n) = Q(n — QUng(”)J) +1,
ktory pozwala nam obliczaé¢ J(n) szybciej, niz wykonujac symulacje wypraszania
kolejnych oséb, bo w czasie O(1). Mozemy si¢ wigc teraz skupié¢ na przypadku
k> 2.

Przypadek k > 2

Przez J(n, k) bedziemy oznaczaé¢ pozycje ostatniej osoby w problemie Flawiusza
dla n 0s6b i eliminacji co k-tej osoby. Kiedy wyeliminowana zostanie k-ta osoba,
w kregu pozostanie n — 1 os6b. Mozemy teraz zamieni¢ ich numery w ten sposéb,
ze numeracja zaczynaé sie bedzie od osoby na pozycji (k mod n) + 1 (o jeden

w prawo od wyeliminowanej). Jesli obliczymy pozycje ostatniej osoby dla
mniejszego problemu J(n — 1, k), to mozemy latwo otrzymaé J(n, k), sprawdzajac,
ktérej osobie odpowiada J(n — 1, k) przed zmiana numeracji. Skoro zmiana
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numeracji polegata na przesunieciu numeréw o k pozycji przy jednoczesnym
usunieciu pozycji k, to wzor rekurencyjny przyjmuje postac:

- 1 dlan=1,
(n, k) = ((J(n_L]{;)-Q-k—l)modn)—i—l dla n > 1.

Konieczno$é odejmowania i pézniejszego dodawania 1 wynika z tego,
ze chcemy uniknaé¢ wyodrebniania szczegélnego przypadku, kiedy
(J(n —1,k) + k) mod n = 0. Przy numeracji od zera wzér jest lekko
zmodyfikowany i ma postac:

J(n,k):{o dlan=1,

(J(n—1,k)+ k) modn dlan>1.

Zainteresowany Czytelnik zapewne zapyta, czy istnieje jawny wzor, gdy k > 2.
Okazuje sie, ze odpowiedz jest twierdzaca dla k = 3, co pokazali w 1997 roku
Lorenz Halbeisen i Norbert Hungerbiihler. W celu obliczenia J(n,3) musimy
najpierw znalez¢ najwieksza naturalna liczbe m, dla ktérej round(c - (%)m) <n,
gdzie a jest pewna obliczalng stata w przyblizeniu réwna o =~ 0,8111...,

za$ round oznacza standardowe zaokraglanie do najblizszej liczby caltkowitej.
Nastepnie definiujemy e = a - (3)™ oraz ¢ = round(a - (3)™). Ponadto musimy
zdefiniowaé jeszcze jedna stala d: jesli e < ¢ (czyli zaokraglaliémy w gére), to
kladziemy d = 1, a w przeciwnym przypadku przyjmujemy d = 0. Ostateczny
wzér na szukang funkcje to J(n,3) = 3(n — ¢) + d. Dowdéd wyniku Halbeisena

i Hungerbiihlera jest do$¢ skomplikowany. Co wiecej, jesli chcieliby$my
zaimplementowac ich wzor tak, aby dzialal dla dowolnego n, to musimy umiec¢
wylicza¢ warto$¢ a z dowolna dokladnoscia. Niestety stala « jest zdefiniowana
jako granica pewnego ciagu zbieznego, a autorzy nie badaja problemu zlozonosci
jej obliczania. Nadmienmy réwniez, ze dla k > 3 odpowiedZ na pytanie o istnienie

Wwzoru jawnego nie jest nam wcigz znana.

Sam wzor rekurencyjny jednak jest juz bardzo cenny, gdyz mozna go
wykorzystaé¢ do obliczania J(n, k), uzywajac programowania dynamicznego.
Podejscie to przedstawia ponizszy algorytm:
function OSTATNI(n, k)
ostatnia__pozycja < 0
for i < 2 ton do
ostatnia_pozycja < (ostatnia_pozycja + k) mod 4

return ostatnia_ pozycja + 1

Skorzystaliémy tutaj ze wzoru rekurencyjnego dla numeracji od 0, wigc na koniec
musieliémy dodaé¢ 1. Zauwazmy, ze algorytm programowania dynamicznego ma
ztozonosé O(n).

Okazuje sig, ze zadania z konkursow programistycznych moga prowadzi¢

do zagadnien o ztozonym charakterze kombinatorycznym. To ilustruje, jak
réznorodny i nieoczywisty moze by¢ obszar nauki, ktéry ukrywa sie za pozornie
prostymi problemami.
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