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Skojarzenia — czesé 1
Barttomiej BZDEGA

Zachecam Czytelnika, ktéry jeszcze tego nie zrobil, do zapoznania sig

z poprzednim kacikiem — sg tam wprowadzone podstawowe definicje

i oznaczenia, ktérych bede tu uzywal. Ponadto, jedli wierzchotki v i w
danego grafu sa polaczone krawedzia, bedziemy pisa¢ v ~ w. Graf nazwiemy
d-regularnym, jesli wszystkie jego wierzchotki maja stopien d.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Skojarzeniem nazywamy kazdy 1-regularny podgraf danego grafu. Méwiac
prosciej — skojarzenie tworzy kilka par wierzchotkéw, przy czym kazda para
jest polaczona krawedzia. Jesli do skojarzenia naleza wszystkie wierzchotki
danego grafu, to nazywamy je pelnym albo doskonalym.

Pokolorujmy kazda krawedz grafu na jaki$ kolor, przy czym krawedzie
majace wspélny wierzchotek musza mie¢ inne kolory. Takie kolorowanie
nazywamy wiasciwym. Krawedzie kazdego z koloréw tworza skojarzenie.
Jedli kazdemu kolorowi odpowiada skojarzenie petne, to méwimy, ze te
skojarzenia tworza faktoryzacje grafu.

Zadania

1. W kazdym z wielodcianéw foremnych znajdz skojarzenie pelne albo wykaz,
ze takiego nie ma.

2. Klasa liczaca n 0s6b otrzymala zestaw n zadan domowych. Chcemy
zorganizowad lekcje w taki sposob, by kazdy uczen pokazal przy tablicy
rozwiazanie jednego zadania, ktore zrobit w domu, ale kazdy uczen ma
zaprezentowaé rozwigzanie innego zadania. Rozstrzygnaé, czy zawsze jest
to mozliwe, jesli:

(a)
(b)

kazdy uczen rozwiazal dokladnie dwa zadania, a kazde zadanie
zostato rozwiazane przez dokladnie dwoéch uczniéw;

kazdy uczen rozwiazal co najmniej dwa zadania, a kazde zadanie
zostato rozwigzane przez co najmniej dwoch uczniéw.

3. Wykazaé, ze graf bez cykli ma co najwyzej jedno skojarzenie petne.

4. Udowodnié, ze dla kazdego c istnieje graf, ktéry ma doktadnie jedno
skojarzenie pelne oraz co najmniej ¢ cykli.
5. Niech n bedzie liczba catkowita dodatnia. Udowodnié¢, ze nastepujace
grafy maja faktoryzacje:
(a) Ko, — kazdy z 2n wierzcholkéw jest polaczony z kazdym innym
(graf pelny);
(b) K, — taki, w ktérym mozna zapisa¢ V = {aq,az,...,an,b1,ba,..
oraz B = {a;b; : 4,5 € {1,2,...,n}} (graf dwudzielny pelny).

Sbn}

6. Niech n bedzie calkowite dodatnie. Dany jest (2n)-elementowy zbiér
liczb rzeczywistych o nieujemnej sumie elementéw. Udowodnié, ze ma
on co najmniej 2n — 1 dwuelementowych podzbioréw o nieujemnej sumie
elementéw.

7. W klasie maturalnej jest n chtopcéw i n dziewczat, niektorzy sie
przyjaznia i wszystkie przyjaznie sa odwzajemnione. Wiadomo, ze kazdy
ma co najmniej n/2 przyjaciét plci przeciwnej. Dowie$é, ze ta klasa moze
zatanczy¢ na studniéwce poloneza w taki sposéb, zeby w kazdej z n par
tanczyli zaprzyjaznieni dziewczyna i chtopak.

8. Do grupy przedszkolnej uczeszcza 2n dzieci. Kazde dziecko ma w tej
grupie co najmniej n przyjaciél, przy czym relacja bycia przyjacielem jest
symetryczna. Udowodnié¢, ze grupa ta moze pdjé¢ na wycieczke parami
tak, zeby kazdy szedl w parze ze swoim przyjacielem.
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