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Rys. 1. Idea hodografu predkosci.
Po lewej stronie orbita ciala, po prawej
hodograf jego predkosci

Rys. 2. Potozenie hodografu dla orbity
eliptycznej i orientacji ruchu z rys. 1

William Rowan Hamilton i hodograf
Grzeqorz LUKASZEWICZ*

Niniejszy artykul ma na celu przyblizenie Czytelnikowi pojecia hodografu
predkosci, przedstawienie kilku jego wlasnodci i zastosowan oraz pokazanie,
na przyktadzie hodografu, prostoty, sity i piekna metod geometrii klasycznej
w mechanice Newtona.

Historia hodografu. 23 wrzeénia 1846 roku Johann Gottfried Galle

i Heinrich Louis d’Arrest z Obserwatorium Berlinskiego ujrzeli nowa planete,
Neptuna, ktérej istnienie przewidzial oraz precyzyjne potozenie obliczyt

nieco wezedniej, w tym samym roku, francuski astronom Urbain Jean Joseph
Le Verrier (wiecej o tej historii w|A3,, ASSAZY). Odkrycie to spowodowalo,
ze William Rowan Hamilton, Krolewski Astronom Irlandii, ktéry dwanagscie
lat wczesniej pracowal nad teorig zaburzen ruchu planet, oderwal si¢ od swojej
gtéwnej pracy nad kwaternionami i wybral to zagadnienie jako temat swoich
wykladow na 1846 rok. Podczas ich przygotowywania wpadl na pomyst nowej
geometrycznej reprezentacji ruchu planet, ktéra nazwal hodografem. Napisal
o nim trzy artykuly, z ktérych pierwszy [Hamilton, 1846] przedstawil na
zebraniu Krélewskiej Akademii Irlandzkiej jeszcze w grudniu tego samego roku.
Nieco wczesniej idea hodografu pojawila sie w artykule Augusta Ferdynanda
Moébiusa z 1843 roku, co Hamilton pézniej odkryt i o czym napisal w swoich
Lectures on Quaternions w 1853 roku [Hankins, 1980].

Hodograf (dokladniej hodograf predkosci) to krzywa opisana przez korice
wektoréow predkosci ruchu ciata w centralnym polu sit, ale zaczepionych
w jednym punkcie, w centrum pola S.

Idee hodografu ilustruje rysunek 1, a polozenie hodografu dla ruchu po elipsie
przedstawione jest na rysunku 2. Wektory predkosci styczne do trajektorii ruchu
przesunigte sa réwnolegle i zaczepione w centrum pola. Pomyst jest bardzo
og0lny, ale, co ciekawe, dla wszystkich ruchéw w Newtonowskim centralnym
polu sit konce tych wektoréw tworza okrag.

Hodograf predkosci w Newtonowskim polu centralnym. Zakladamy, ze
mamy ustalone Newtonowskie pole centralne oraz poruszajace si¢ w nim ciato

o danej masie. Wiemy, ze wszystkie zakrzywione trajektorie ruchu sg stozkowymi
lezacymi w plaszczyZnie zawierajacej centrum pola.

Twierdzenie 1. Hodograf kazdej zakrzywionej trajektorii ciata w Newtonowskim
polu centralnym jest okregiem.

W przypadku elipsy, paraboli lub hiperboli centrum sily znajduje sie, odpowiednio,
wewngtrz okrequ, na okregu lub poza okregiem hodografu.

Dowdd. Bardzo klarowny analityczny dowdd pierwszej czedci twierdzenia,
ktéry tu przytaczamy, pochodzi z Treatise on Natural Philosophy (1879)
W. Thompsona (p6Zniejszego lorda Kelvina) i P. G. Taita.

Sktadowe przyspieszenia ciala sa réwne:

d’x pz Py py
(2) Up = —3 = 57 Ay = 5 = 5
dt rer dt rer
gdzie 72 = 22 + y? oraz u < 0 (u = —g/m, g — natezenie pola sit, m — masa ciala).
Stad
d’z d?y
22y
e dt?’
a po scatkowaniu otrzymujemy
dy dx
3 r— —y— =h,
3) dt dt
co mozna latwo sprawdzié, rézniczkujac ostatnie réwnanie wzgledem ¢.
Zauwazmy, ze |h| = |l_i /m, gdzie [ jest (tréjwymiarowym) wektorem momentu
pedu ciala.
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7 pierwszego réwnania w oraz z réwnania
otrzymujemy:

o pr ((dy  dey

a2 s \Tar  Yar) T
7 dy dx dy
= 3+ g - ( o Y dt)

co mozemy zapisaé¢ jako:

P g (pdy (P
dt?2  hr3 dt dt

Po scatkowaniu otrzymujemy réwnanie na pierwsza
sktadowa wektora predkosci, v,:

dv — py
4 _— =
) dt  hr
dla pewnej stalej A. Postepujac zupelnie podobnie,
z drugiego réwnania w oraz z rOwnania ,
otrzymujemy réwnanie na druga sktadowa wektora

dla pewnej statej B. Teraz juz tatwo zauwazy¢, ze

I p
(Ua:_A)Q h2r 2(3) +y) h2a

co konczy dowdd tego, ze hodografy ruchow

w Newtonowskim polu centralnym sa okregami

(o srodkach w nieokreslonych na razie punktach

+ (vy — B)

o wspohrzednych (A, B) i promieniu R = M)

Pozostaje nam wykazaé¢ drugq czesc¢ twierdzenia. Jest
widoczne, ze wystarczy znalezé potozenie srodkéw
hodograféw dla kazdej z rozwazanych stozkowych.

W tym celu wykorzystamy rownania i dla
punktu P, jak na rysunku 3. Dla obliczenia predkosci
ciala w tym punkcie skorzystamy z nastepujacego
pieknego twierdzenia z Principiow Newtona.

Predko$é ciata krgzgcego po stozkowej bedzie tak sie
miata do predko$ci ciata krgigcego po okregu w tej samej
odleglosci, jak srednia geometryczna z tej wspolnej
odleglosci i polowy glownego latus rectum stozkowej ma

predkosci, vy:
5) W_ e

Rys. 3. Stozkowa o ognisku S

i kierownicy £ jest zdefiniowana jako zbidr
tych punktéw, dla ktérych stosunek
odlegltosci od S i od prostej £ wynosi e
(na rysunku e &= 1,15). Wierzcholkiem
stozkowej jest punkt P, a jej latus rectum
odcinek QQ’.

Kolorowa linig zaznaczono hipotetyczng
trajektorie ciata krazacego wokét S
ze stalg predkoscig vg.

Proponujemy Czytelnikowi naszkicowanie
potozenia hodografu dla ruchu po
paraboli i hiperboli wzgledem tych
krzywych, podobnie jak to pokazuje

rys. 2 dla orbity eliptycznej (na rysunku 2
kierunek ruchu ciata po orbicie jest
przeciwny do kierunku ruchu wskazéwek
zegara).

sie do prostopadlej spuszczonej ze wspolnego centrum na
styczng do stozkowe;.
(Ksiega I, Teza XV, Twierdzenie VIII, Wniosek I1X)

Teraz zadanie staje sie latwe. Przedstawimy czysto geometryczny dowdd.

Na rysunku 3 pokazane sa dane do obliczen. S jest centrum sily i ogniskiem

stozkowej, P jest peryhelium w przypadku elipsy i wierzchotkiem w przypadku

paraboli i hiperboli, QS jest réwne polowie latus rgctum L stozkowej, a DS jest
P

odlegtoscig kierownicy od jej ogniska. Mamy e = 53 = 5 s PS, skad

e QS iL
(©) PS_1+6DS_1+6_1+e'
Oznaczmy przez vp predkodé ciala w punkcie P w ruchu po stozkowej, a przez
vg predkoéé ciata w ruchu po okregu o promieniu PS. Zauwazmy, ze prosta
prostopadta spuszczona ze wspdélnego centrum na styczna do stozkowej
w punkcie P pokrywa si¢ z promieniem wodzacym. Dla okregu, z réwnosci

|72 "] Iul
V0 = ] = Sy MAMY Vg =

z Principiéw oraz

7. 1
. oo VB AW
1L
Przyjmujac, ze w punkcie S (z,y) = (0,0) i podstawiajac x = —PS, y = 0,
r=PS, v, =0,vy=vpz , h=—PS -vp do réwnan i , otrzymujemy
natychmiast A = 0 oraz

. Zatem na podstawie powyzszego rezultatu

“(1+e).

14 Iul
B = 1+ = Re,
L( €)= L
gdzie R = ngLP = %;’—;% = |” | 17 Jjest promieniem hodografu dla rozwazanej

stozkowej. Zauwazmy, ze przyjmuJ@c vy = vp, rozwazamy ruch po stozkowych
zgodny z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara. Srodek okregu hodografu
znajduje sie wtedy w punkcie (4, B) = (0, Re) lezacym na jej latus rectum,

w odlegloéci Re od jej ogniska w punkcie S, a rownanie okregu hodografu jest
nastepujace:

(8) v2 + (v, — Re)* = R?.

Poniewaz dla elipsy, paraboli i hiperboli mamy, odpowiednio, e < 1, e=11ie > 1,
to tym samym ogniska tych stozkowych znajduja sie, odpowiednio, wewnatrz
okregu, na okregu i poza okregiem hodografu, co chcielismy wykazaé. To konczy
dowéd Twierdzenia 1. O
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Rys. 4. Podczas ruchu ciala P po orbicie
réwnoleglobok SPBQ bedzie zmienial
swoj ksztalt, ale nie pole

C

A

Rys. 5. Twierdzenie Euklidesa o siecznych:

AS-SC =DS-SB

Dowéd powyzszego twierdzenia
w Elementach polega na pomystowym
wykorzystaniu twierdzenia Pitagorasa.

T

Rys. 6. Geometryczna metoda obliczania
predkoéci ciala w dowolnym punkcie na
orbicie eliptycznej. Hodograf jest tu
obrécony o kat 90° wokél punktu S

Hodograf i drugie prawo Keplera. Zauwazmy, ze wektor predkosci v’

w punkcie C' na hodografie (patrz rys. 4) jest réwny wektorowi przyspieszenia
poruszajacego si¢ ciala w punkcie A na orbicie, poniewaz 1’ = v, a zatem

%’ = ?th}' Hodograf ma tez te wlasno$é, ze podczas ruchu ciala P po orbicie
réownoleglobok SPBQ moze zmieniaé swoj ksztalt, ale nie pole. Wlasnosé ta jest
innym sformultowaniem drugiego prawa Keplera.

Hodograf i trzecie prawo Keplera. W szczegélnym przypadku, gdy elipsa
jest okregiem o promieniu r (czyli mamy e = 0), promieri hodografu jest réwny

R= \/T%l . Oba okregi, orbita ciata i hodograf, sa wspélsrodkowe, ze srodkiem
w centrum sity. Okres T' obiegu ciala po orbicie mozemy obliczy¢ ze wzoru

Tv = 27r przy uwzglednieniu v = R. Otrzymujemy T = (27r/\/W)r3/2. Wzér ten
wyraza trzecie prawo Keplera dla ruchu ciala po okregu i z centrum sity w jego
srodku.

Hodograf i réwnanie energii. Korzystajac z pojecia hodografu, przedstawimy
geometryczny dowdd réwnania energii w ruchu po elipsie. W naszym
rozumowaniu kluczowymi elementami sa twierdzenie Euklidesa o siecznych,
rysunek 5 oraz prawo zachowania momentu pedu.

Twierdzenie 2. (Euklides, Elementy, Ksiega 3, Teza 35). Jezeli w okregu dwie
proste przecinajq sie, to prostokgt zawarty w odcinkach jednej jest réwny [co do
pola] prostokgtowi zawartemu w odcinkach drugiej.

Twierdzenie 3. Predkos¢ ciala vp w dowolnym punkcie P na orbicie eliptycznej
spelnia rownanie:

9) Bl (2-3).

r a

gdzie r jest promieniem wodzgcym ciala w punkcie P na orbicie oraz a jest
wielkg polosig elipsy.

Dowdd. Obliczymy najpierw predkos$é v, ciala w punktach stycznoéci malej
poélosi elipsy z nig sama. Z réwnania hodografu (8) mamy:

vb—M\/l—eQ:—"ul \/1—62:M,
v

~|nl a?(1 — e?) vpa

skad v? = &1, Wezmy teraz (por. [Child,1915]) dowolny punkt P na orbicie
eliptycznej. Przypatrzmy sie diagramowi na rysunku 6. Z Twierdzenia 3 mamy
SR-SQ =SB - SB. Poniewaz teraz, po obréceniu hodografu z rysunku 4 o 90°
wokél punktu S, CQ || SP, wiec z podobienstwa tréjkatéw TQR i SQM mamy
dalej: QT - SM = RQ - SQ = SR-SQ + SQ* = SB - SB + SQ*. Stad

L]
a

(10) SQ*=QT-SM — SB?.
Poniewaz SQ? = v%, QT = 2%, SM = ‘—ﬁl oraz SB? = v? = ‘%‘, wiec réwnanie
jest rownowazne réwnaniu @D O

Zapiszmy teraz rownanie @ W znajomej postaci réwnania energii:

v ] |l
11 E=-£ S Ll O IS U
(11) 2 " ( T > 2a’

gdzie E jest energia calkowita na jednostke masy ciala poruszajacego sie po
elipsie (réowna sumie energii kinetycznej i potencjalnej, liczonych takze na
jednostke masy). Dla elipsy E < 0. Powyzszy wzor jest oczywiscie réwniez
prawdziwy dla hiperboli i paraboli, nalezy tylko powiedzie¢, czym jest wtedy
stala a. Dla hiperboli mamy E > 0 i analogicznie jak dla elipsy —a jest
odlegloscia wierzchotka hiperboli od jej srodka, czyli od punktu przeciecia sie
jej asymptot. Dla paraboli E' =0 i a = co. Mozna uzy¢ analitycznego okreslenia
zaréwno elipsy, jak i hiperboli, z jednym z ognisk w punkcie (0, 0),

(z+ae)® 3

a? + a?(1 —e?)

do naszkicowania tych krzywych i sprawdzenia, jak to wyglada w uktadzie
wspOlrzednych (z,y). O

:1’
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Rys. 7. Rodzina elips o tej samej energii
(tej samej osi wielkiej) i réznych
momentach pedu

)

Rys. 8. Hodografy predkosci (dla ruchéw

po elipsach) o tej samej energii E. Ruchy
po orbitach odpowiadajacych hodografom
ze $rodkami powyzej osi v, sa skierowane
zgodnie z ruchem wskazéwek zegara

Vy

@@ S\

ml><1
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Rys. 9. Wektor Laplace’a—Rungego—Lenza
i jego polozenia w réznych punktach
orbity
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Rozwazmy teraz rodzing elips o dlugosci wielkiej p6losi réwnej a (rys. 7).
Z réwnania energii wynika, ze dla kazdej elipsy tej rodziny predkosé vy

ciala w punktach jej stycznosci z jej mala polosia jest réwna v, = % =+/—2F.
Okregi hodograféw tej rodziny elips (rys. 8) przecinajg o$ v, = 0 w tych samych
punktach, —v/—2F i \/—2F, a cosn = e, gdzie e jest mimosrodem elipsy, a 7 jest
katem miedzy odcinkami laczacymi centrum pola sit ze $rodkiem okregu

hodografu oraz tenze srodek z punktem przecigcia okregu hodografu z osig vy = 0.

Wezmy teraz sfere v2 + UZ + 22 = (V—=2F)?* w ukladzie wspéhrzednych
kartezjanskich vy, vy, z oraz rodzine okregéw wielkich na niej, przecinajacych
plaszczyzne z = 0 w punktach v, = —v—2F i v, = v—2F. Latwo zauwazy¢,
ze kazdy okrag hodografu (patrz rys. 8) jest rzutem stereograficznym pewnego
okregu tej rodziny. W ten sposéb przeskok z jednej na inng orbite o tej samej
energii (patrz rys. 7) powiazaliSmy, poprzez hodograf, z pewnym obrotem sfery
w przestrzeni tréjwymiarowej. Ciekawe rozwiniecie tego tematu mozna znalezé

w [Baez, 2022].

Podstawiajac w réwnaniu okregu hodografu vy = vy = +/|1|/a, vy, =0 oraz
R = |p|/|h|, otrzymujemy [h| = /|ula(1 — €?).

Zauwazmy, ze energia E okresla dlugos¢ wielkiej osi elipsy a, a wektor momentu
pedu [ okresla plaszczyzne, w ktorej ta elipsa sie znajduje oraz poprzez e jej
ksztalt. Majac te dwa niezmienniki, nie mozemy jeszcze okresli¢ jednoznacznie
polozenia elipsy wzgledem centrum sity. Istnieje jednak niezmiennik, ktéry je
okresla jednoznacznie, o czym ponizej.

Hodograf i pierwsze prawo Keplera. Majac hodograf, mozna tatwo

otrzyma¢ réwnanie trajektorii ruchu we wspotrzednych promien wodzacy

i kat. Z réwnania energii mamy r = vfl_‘;l 7> & Z prawa cosinus6w
2= R? + (Re)? — 2R - Recos ©, gdzie © jest katem zawartym miedzy CQ

i CS (rys. 6). Podstawiajac tak obliczona predko$¢ do pierwszego réwnania,

otrzymujemy rownanie elipsy:

~a(l—e?)
T 1—ecos®’

Hodograf i ukryty niezmiennik ruchu. Na koniec wspomnimy o zwiazku
hodografu z wektorem Laplace’a—Rungego—Lenza, A=mK [Goldstein,1975], gdzie
(12) K:ﬁxl—gr,
ktory, wraz z wektorem momentu pedu i energia catkowityg F, jest takze
niezmiennikiem ruchu po elipsie (rys. 9). Jego niezmienniczo$¢ wynika z réwnan
Newtona , co latwo sprawdzié, rézniczkujac rownanie . 112) wzgledem czasu.
Jest on réwnolegly do wielkiej osi elipsy i sklerowany w strone peryhelium.
Dtugosé wektora K spelnia réwnania: K2 = g% + 2EI2, Il( Re, gdzie, jak wiemy,
Re jest druga wspélrzedna $rodka okregu hodografu pregdkoéci. Obliczajac
iloczyn skalarny K- K , otrzymujemy ponownie réwnanie hodografu:

K\ 2 2
vi—i—(vy—l) :(?> O

Isaac Newton w zalozeniu traktowal swoja mechanike jako teori¢ aksjomatyczna.
Do aksjomatow geometrii Euklidesa dolaczyl postulaty odnoszace si¢ do ruchu,
a w zakresie metody wlaczyl swoja syntetyczng metode fluksji [Guicciardini,
2011]. Byla ona wolna od wszelkich ukladéw wspélrzednych. Jednakze

w praktyce za konstrukcjami Newtona czasami kryty sie ,niedozwolone”
metody geometrii analitycznej czy analizy, podobnie jak 1900 lat wczesniej za
konstrukcjami Archimedesa kryty sie niekiedy takze ,niedozwolone” metody
mechaniki.

W powyzszych rozwazaniach widoczne jest potaczenie metod geometrii
klasycznej, geometrii analitycznej i analizy, o czym dzi$ juz nikt nie powie, ze
jest niedozwolone, a dzieki czemu moglismy nie tylko kilka faktéw udowodnic,
ale takze zobaczy¢ je z réznych stron.
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