Korzystamy teraz z tozsamo$ci trygonometrycznej
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Ostatnie dwie réwnosci prowadza do réwnania
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gdzie y = tg(a).
Mnozac obie strony przez a(1 — y?) i upraszczajac, otrzymujemy réwnanie
2ay°> +by? —b=0

(o3

a
a’
rOwnanie trzeciego stopnia w x:

trzeciego stopnia w y:
Ale y = z wiec podstawiajac, otrzymujemy po uproszczeniu nastepujace
3 4+ bax® — 4a®b = 0.

Rys. 5. Problem okraglego miasta
otoczonego murem w ogdlnej wersji

Dla a =9 i b= 3 za pomoca WolframAlpha, https://www.wolframalpha.com),
otrzymujemy trzy rozwiazania: dwa w liczbach zespolonych i jedno w liczbach
rzeczywistych, = 9, co jest poszukiwang odpowiedzia.
Fakt, ze rozwiazanie tak prostego problemu wymaga rozwazenia réwnania
trzeciego stopnia, jest zaskakujacy. Drogi Czytelniku, jezeli uda Ci si¢ rozwiazaé
ten problem przy uzyciu tylko rownania drugiego stopnia, to daj, prosze, zna¢ na

adres apt@cwi.nll
Tekst oparty na rozdziale 3 i zalgcznikach 3 i 17 z ksigzki: Krzysztof R. Apt,
,A Brief History of Mathematics for Curious Minds”, World Scientific, 2024.

Przygotowal Dominik BUREK
M 1792. Dane sg parami rézne liczby rzeczywiste dodatnie a, b, ¢, dla ktérych
a® =qac—1 oraz b9 =be—1.

20232 (ab)*0* < 1.

ﬁ Zadania
Udowodni¢, ze
M 1793. Dodatnie liczby catkowite sa pokolorowane na bialo lub czerwono
tak, ze jesli a, b maja ten sam kolor, a a — 100 jest dodatnia liczba catkowita, to
a — 10b i a réwniez maja ten sam kolor. Ile istnieje takich kolorowan?

M 1794. Liczbe catkowita dodatnia nazywamy dobrg, jesli mozna ja
przedstawié¢ jako sume dwoch wzglednie pierwszych liczb naturalnych, z ktérych

pierwsza jest iloczynem nieparzystej liczby liczb pierwszych (niekoniecznie
r6znych), a druga — parzystej. Udowodnié, Ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb

catkowitych dodatnich k takich, ze k* jest liczba dobra.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER
F 1103. Cegta spada na pitke tenisows spoczywajaca na twardym, poziomym
podiozu (np. betonie). Po odbiciu cegla odskakuje na wysokos$é¢ H nad pitka.
Oszacuj, na jaka wysokos¢ podskoczy pitka? Zakladamy, ze cegla uderza w pitke
$rodkiem poziomej powierzchni znajdujacym sie doktadnie nad $rodkiem piltki.

Opory ruchu mozna pominac.
wrzatku po 5 minutach jest ,ugotowane” tak, jak lubimy. Jajo strusia ma

F 1104. Na podstawie doswiadczenia wiemy, ze kurze jajo zanurzone we
podobny ksztalt (i sklad), ale jego wymiary sa okolo trzy razy wieksze niz jaja

kurzego. Ile czasu powinnisSmy gotowaé jajo strusia?
Oba zadania zostaly zaczerpniete ze zbiorku Physics at your feet: Berkeley

Graduate Exam Questions or Ninety Minutes of Shame but a PhD for the Rest

of Your Life pod redakcja D. Budkera i A. O. Sushkova.
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m Rozwigzanie zadania M 1792.
Z warunkéw zadania dostajemy rownosé
Q2024 41 2024 4
a B b
ktora po przeksztatceniach przyjmuje postaé

ab(a2°% _ 5292%) — (q — b).
Skoro a # b, to dzielac powyzsza réwnos$é stronami przez
a — b, dostajemy

ab(a®®22 4 a®p 4. 4 p2022) — |

Korzystajac teraz z nieréwnosci miedzy srednig
arytmetyczng a geometryczng, mamy

1= ab(a2022 4 a202lb N b2022) >

> ab - 2023 *"V/q2022 . ¢2021p . . p2022 =

— ab . 2023 2023/ (ab) ‘2022é2023 _ 2023 . (ab)%’

2023°(ab)**** < 1.

Poniewaz a # b, wiec oczywiscie réwno$¢ nie moze zachodzié.

skad

& Rozwigzanie zadania M 1793.
OdpowiedZ: Istnieja dokladnie 1024 takie kolorowania.

Na poczatku podamy konstrukcje 1024 kolorowan. Dla
kazdej liczby naturalnej k < 10 wszystkie liczby przystajace
do k (mod 10) kolorujemy tym samym kolorem. Takie
kolorowanie oczywiscie spelnia warunki zadania, a jest ich
doktadnie 21°.

Udowodnimy teraz, ze innych kolorowan nie ma. Bez utraty
ogdélnosci mozemy zalozyé, ze liczba 1 jest biala. Zgodnie

z zalozeniami zadania, jesli liczba t > 10 jest biata, to liczba
t — 10 réwniez jest biata. Przypuéémy, ze dla pewnego

k < 10 wéréd liczb przystajacych do k modulo 10 wystepuja,
oba kolory. Zgodnie z wcze$niejsza obserwacjg wszystkie
liczby mniejsze od pewnej liczby catkowitej dodatniej £
przystajace do k (mod 10) (w szczegdlnodci tez k) musza
by¢ biate, a liczba £ i wszystkie liczby wieksze od niej

sg czerwone. Ale wtedy, zgodnie z warunkami zadania,
liczba (104 + k) — 10¢ = k jest pokolorowana na czerwono

— sprzecznosc.

& Rozwigzanie zadania M 1794.
Ustalmy dowolnie liczbe naturalng n. Zauwazmy, ze
w przedziale [2", 2"“] istnieje liczba nieparzysta x taka,
ze liczby (parzyste) x — 1 1 z + 1 maja rézne parzystosci
liczb czynnikéw pierwszych (liczone z uwzglednieniem ich
krotnosci). Istotnie, gdyby taka liczba x nie istniata, to
liczby w ciagu

2", 2" 42, 2" +4, ..., 2" 42"
miatyby taka sama parzystos$¢ liczb czynnikéw
pierwszych, jednakze liczby czynnikéw pierwszych liczb 2"
i 2" 4+ 2" = 2"F! réinig sie o 1 — sprzeczanodé.

Pokazemy, ze x* jest liczba dobra, co z dowolnosci n
dowiedzie tezy zadania. Zauwazmy, ze

ot = (2" = 2)* +4(2® - 1).

24

Ponadto (2% —2)? i 4(z® — 1) sa wzglednie pierwsze (2fz% — 2
oraz #2 — 1 =12% — 24 1), a takze maja rézne parzystosci liczb
czynnikéw pierwszych (dla (22 — 2)? jest to oczywidcie liczba
parzysta, a dla 4(x® — 1) = 2%(x — 1)(z + 1) jest to liczba
nieparzysta, na podstawie okreslenia ).

i Rozwigzanie zadania F 1103.

Podczas zderzenia z cegty pitka jest $ciskana, po czym wraca
do swojego poczatkowego ksztaltu, zmieniajac przy tym
kierunek ruchu cegty. Po catkowitym ,rozprezeniu” pitki
cegla odrywa sie od jej powierzchni i porusza z predkoscia v
pozwalajaca jej wznie$¢ sie na wysokos¢ H nad powierzchnie
pitki w polu grawitacyjnym o przyspieszeniu g. Oznacza to,
ze v = v/2gH. W momencie oderwania cegly srodek ciezkosci
pitki porusza sie z predkoscia v/2, a wiec po zderzeniu pitka
,bodskoczy” na wysokos¢ h spelniajaca réwnanie:

1 /v\2
h==(2
g 2(2)’

czyli h = H/4.

i Rozwigzanie zadania F 1104.
O stopniu ,ugotowania” zawartoéci jaja decyduje rozktad
temperatury w jego wnetrzu i sposéb, w jaki ten rozktad
zmienia sie w czasie. Jajo zanurzone jest w wodzie
o temperaturze T = 100°C i poprzez jego skorupke
ciepto przeptywa do wnetrza. Proces zmiany temperatury
w jego wnetrzu z uptywem czasu, ¢, opisywany jest
réwnaniem przewodnictwa cieplnego (z,y, z oznaczaja
wspoétrzedne kartezjanskie):

AL (2L )

ot Ox2  Oy? 922 )’

w ktérym c to cieplo wlasciwe, p gestosé, a k wspélczynnik
przewodnictwa cieplnego wnetrza jaja. Parametry p,ci k
maja te same wartosci w jaju kurzym i strusim, a wiec
jedyna réznica sa rozmiary jaj (ksztalty sa podobne). Niech
T(t,z,y, z) bedzie rozwiazaniem réwnania dla jaja kurzego,
z warunkiem stalej temperatury na powierzchni: T'(¢, brzeg
jaja) = 100°C. Jesli w tym rozwiazaniu podzielimy wszystkie
wspoélrzedne przez ten sam czynnik a, a czas przez czynnik b,
przyjmujac O(t,z,y,z) = T(t/b,xz/a,y/a,z/a), to otrzymamy,

ze: 90 19T
ot b ot
9’0 1 0°T
dx? ~ a® da?
9’0 1 0°T
oy a? Oy?
0’0 10°T
022 a? 922

Po poréwnaniu z postaciag rownania spetnianego przez T'
wnioskujemy, ze funkcja © spelnia réwnanie:

c @_@ 82@+(‘32@+82@

Por = b \ 02 " a2 " 922 )

czyli dla b = o funkcja © spelnia réwnanie przewodnictwa
dla materiatu jaja z warunkiem © = 100°C na powierzchni
,rozciagnietej” a razy w stosunku do przypadku dla T'.
Przyjmujac a = 3, otrzymujemy, ze jajo strusia nalezy
gotowaé a? = 9 razy dtuzej niz jajo kury, czyli 45 minut.



