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Rys. 1. Konstrukcja pieciokata foremnego
wedlug Y. Hirano. Zaznaczone punkty to
$rodki odpowiednich okregéw

Rys. 2. Ztoty tréjkat

Twierdzenie o zlotym tréjkacie mozna
proéciej udowodnié, korzystajac

z obserwacji, ze w pigciokacie foremnym
z bokami o dlugosci a i przekatnymi

o dlugosci b zachodzi % = ¢, ktéra to
réwnoéé¢ udowodniliSmy w naszym
artykule Elegancki dowdd twierdzenia
Ptolemeusza w A§4.

Rys. 3. Analiza konstrukcji Hirano

Elegancka konstrukcja
pieciokata foremnego
Krzysztof R. APT*

Konstrukcja pieciokata foremnego jest oméwiona w Elementach Euklidesa

i stanowi zwienczenie szeregu wczesniej wystepujacych w tym dziele rezultatow.
Robin Hartshorne, autor ksiazki, ktora jest swego rodzaju przewodnikiem

po Elementach, napisal: | Jedli istnieje cos takiego jak piekno w dowodzie
matematycznym, to wierze, ze dowdéd Euklidesa poprawnosci konstrukeji
pieciokata foremnego tworzy standard picknego dowodu”.

Celem tej notki jest przedstawienie eleganckiej i szczegoélnie prostej konstrukeji
pieciokata foremnego, przypisywanej japonskiemu matematykowi z XIX wieku,
Yosifusie Hirano (zobacz: A. Bogomolny, http://www.cut-the-knot.org/,
Regular pentagon construction by Y. Hirano, 2014). Konstrukcja ta opiera sie
na nastepujacym prostym rysunku (rys. 1).

Najpierw rysujemy okrag. Nastepnie wewnatrz niego rysujemy dwa okregi,
kazdy dwa razy mniejszy, tak aby stykaly sie one ze soba i z pierwotnym
okregiem (wtedy $rodki malych okregéw leza na $rednicy duzego). Na koniec
rysujemy czwarty okrag tak, aby byl styczny do mniejszych okregéw, a jego
$rodek znajdowal sie w punkcie przeciecia pierwotnego okregu z jego $rednica
prostopadla do $rednicy przecinajacej $rodki mniejszych okregéw. Wowczas
punkty przecigcia pierwotnego i ostatniego okregu okreslaja bok pieciokata
foremnego wpisanego w pierwszy okrag.

Aby udowodni¢ poprawno$é tej konstrukcji, rozwazamy najpierw tréjkat
réwnoramienny, w ktérym diugosé boku b jest w ztotej proporcji ¢ do
podstawy a (rys. 2). Taki tréjkat nazywany jest zlotym trdjkgtem. Pokazemy,
ze jego katy wynosza 36°, 72° i 72°.

W tym celu zaznaczmy odlegloéé¢ a na jednym z pozostatych bokow tréjkata,

potaczmy uzyskany punkt z przeciwleglym wierzchotkiem i nadajmy nowej

linii oraz odpowiednim katom nazwy jak na rysunku. Z zalozenia g = ¢.
VE+1

Przypomnijmy, ze ¢ = *5= jest dodatnim rozwiazaniem réwnania. Czyli
¢ spelnia réwnanie ¢2 — ¢ =1 1lub ¢ = ﬁ, a wiec

b 1 a _a

a g -1 b—a

Rozwazmy teraz pierwotny tréjkat rownoramienny i tréjkat utworzony przez
boki a, d,c. Wspoldzielg one kat -, a wlaénie pokazalidémy, ze w obu trdojkatach
boki tworzace v maja ten sam stosunek (dla pierwotnego tréjkata zachodzi
bowiem b = a + ¢). A wiec te tréjkaty sa podobne, stad a =d i 8 =4.

Wynika stad, ze tréjkat o bokach b, d, a jest rowniez réwnoramienny. Stad
a = 6, czyli katy o, 8 i 9 sg réwne. Ponadto o+ 0 = v, zatem a4+ S +~v+ 3§ =
=2a+5+4+20=58. Alea+5+v+d =180° wiec B =36°1ia+J =~ =72°.

Rozwazmy teraz rysunek 3, gdzie R jest punktem stycznosci czwartego okregu
z prawym okregiem.

Zatézmy, ze OQ = 1. Wéwcezas PO = PR = %, a wiec z twierdzenia Pitagorasa

PQ = /P02 +0Q? = % Stad QB =QR = PQ — PR = \/52_1. Oznacza to, ze

w trojkacie réwnoramiennym O@QB mamy:

0Q 2 2541 _\/5+1_¢
Q@B V5-1 (Vs-1)(5+1) 2 7

czyli OQB jest zlotym tréjkatem. Z powyzszej analizy zlotego tréjkata mamy
XQOB = 36°. Z symetrii xQOA = 36°, wiec xAOB = 72°. To pokazuje, ze
AB jest bokiem pieciokata foremnego wpisanego w pierwotny okrag.
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