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Zachęcam Czytelnika, żeby przed przystąpieniem do rozwiązywania zadań70

Rozwiązania
1.Implikacja(⇐)tolematościeżcenaprzemiennejzartykułu(⋆).
(⇒)NiechMiM′będąskojarzeniamiwgrafieG,przyczym|M′|>|M|.
RozważyćmultigrafbędącysumąskojarzeńMiM′(podobniejak
wdowodzietwierdzeniaTutte’awartykule).Możnagopodzielić
naparamirozłącznecykleiścieżki.Jednaztychścieżekmawięcej
krawędzizM′niżzM–itotaścieżkapowiększaskojarzenieM.
2.Trzebawykazać,żespełnionyjestwarunek(T)zartykułu.Niech
S⊊VorazniechNbędzienieparzystąspójnąskładowągrafuG−S,
oiletakaistnieje.NiechlbędzieliczbąkrawędziłączącychNiS
wgrafieG.Wiadomo,żel>1,bowgrafieGniemamostów.Ponadto
2∤l,bostopniewierzchołkównależącychdoNorazichliczbasą
nieparzyste.Wynikastąd,żel⩾3.Sumastopniwierzchołkównależących
doSwynosi3|S|,więcskładowychnieparzystychjestniewięcejniż|S|.
3.NiechM1iM2będąskojarzeniamipełnymiwdrzewieT.Rozważmy
multigrafbędącysumąM1iM2(podobniejakwdowodzietwierdzenia
Tutte’a).Jestonsumąparamirozłącznychcykli.Każdyznichma
długość2,bowgrafieTniemacykli.StądM1=M2.
4.(⇒)Warunek(D)towarunek(T)osłabionydodatkowymzałożeniem
|S|=1,więctezawynikaztwierdzeniaTutte’a.
(⇐)Dowódbędzieindukcyjnyzewzględuna|V|.Dla|V|=2teza
jestoczywista.Załóżmy,żespełnionyjestwarunek(D).Niechu∈V
będziestopnia1(jeśli|V|⩾2,todrzewomatakiwierzchołek)iniech
vbędziejedynymsąsiademu.GrafT−vmaspójnąskładowązłożoną
zpojedynczegowierzchołkauorazbyćmożejakieśjeszczespójne
składowe,którezgodniez(D)musząbyćparzyste.NiechSbędzie
jednąznich;oczywiścieSjestdrzewemimamniejwierzchołkówniżT.
NiechRbędziespójnąskładowągrafuS−w,aR′–zawierającąją
spójnąskładowągrafuT−w.Jeśliv̸∈R′,toR=R′,ajeśliv∈R,to
RiR′sątejsamejparzystości.Ztegowynika,żeskładowaSspełnia
warunek(D),więcmapełneskojarzenienamocyzałożeniaindukcyjnego.
Analogicznierozumujemydlapozostałychspójnychskładowych.Te
skojarzeniawrazzkrawędziąuvdająpełneskojarzeniewdrzewieT.
5.Dlanieparzystych|V|mamyO(G−∅)=1⩽̸|∅|.
6.Klockitworządwiewarstwy.Rozważmygrafdwudzielny
odwupodziale(A,B),wktórymzbiórAstanowiąklockijednejzwarstw,
aB–drugiej.Krawędźabistniejewtedyitylkowtedy,gdyklocek
a∈Aorazb∈Bmająniezerowąwspólnąpowierzchnię;równoważnie
–gdymożnawbićgwóźdźprzebijającyjednocześnieklockiaib.Graf
tenspełniawarunek(H)dlazbioruA,więcmaskojarzenienasycające
zbiórA.Jesttoskojarzeniepełne,gdyż|A|=|B|.
7.Istniejetakaliczbanaturalnad,żedeg(a)⩾d⩾deg(b)dla
wszystkicha∈Aorazb∈B.DlaniepustegoS⊆Amamyd|N(S)|⩾ ∑w∈N(S)deg(w)=∑v∈Sdeg(v)⩾d|S|,więczachodziwarunek(H).

8.Rozważmyd-regularnygrafdwudzielnyGodwupodziale(A,B).Ze
względunaregularnośćmamy|A|=|B|.Namocypoprzedniegozadania
grafGmaskojarzeniepełneM.GrafG′,powstałyprzezusunięcie
zGkrawędzinależącychdoM,jest(d−1)-regularny,więcwystarczy
skorzystaćzindukcji.Dlad=1twierdzeniejestoczywiste.
9.Wystarczywykazać,żeGjestpodgrafempewnego∆-regularnego
grafudwudzielnego,iskorzystaćzpoprzedniegozadania.Rozważmygraf
dwudzielnyG=G0odwupodziale(A0,B0).GrafGt+1odwupodziale
(At+1,Bt+1)będziemytworzyćzgrafuGtodwupodziale(At,Bt)
wnastępującysposób.NiechG′

todwupodziale(A′
t,B′

t)będziekopią
grafuGt.Przezδtoznaczmynajmniejszystopieńwierzchołkawgrafie
Gt,przyczymδ=δ0.WgrafieGt+1określamy:At+1=At∪B′

t,
Bt+1=A′

t∪Bt.Krawędzieprowadzimytak,jakbyływgrafachGtiG′
t,

adodatkowołączymywszystkiewierzchołkistopniaδtzgrafuGtzich
odpowiednikamiwgrafieG′

t.Jestjasne,żeδt+1=δt+1.GrafG∆−δjest
poszukiwanymgrafem.
10.NiechA={a1,a2,...,an}iB={b1,b2,...,bn}.Wgrafie
odwupodziale(A,B)istniejekrawędźaibjwtedyitylkowtedy,gdy
wi-tejkolumnietablicyzzadaniajestliczbaj.Wówczaskażdywiersz
odpowiadazaskojarzeniepełnewgrafieKn,n(każdywierzchołekzA
połączonyzkażdymzB).Douzupełnieniapozostajepodziałna
skojarzeniapełnewgrafiedwudzielnym(n−m)-regularnym,ataki
istniejenamocyzadania8.

zapoznał się z poprzednim kącikiem (nr 69 w ∆9
24) oraz z artykułem

o twierdzeniu Tutte’a i twierdzeniu Halla (⋆) (s. 16), zamieszczonym
w niniejszym numerze. Znajdują się w nim definicje takich pojęć i oznaczeń, jak
ścieżka powiększająca, graf dwudzielny czy O(G), wykorzystywane w poniższych
zadaniach. Przypomnijmy również, że graf d-regularny to taki, w którym stopień
każdego wierzchołka jest równy d.

Zadania
1. Dowieść, że skojarzenie M w grafie G można

powiększyć wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
ścieżka powiększająca M w grafie G (twierdzenie
Berge’a).

2. Mostem nazywamy taką krawędź e grafu G, że
graf G − e ma więcej spójnych składowych niż
graf G. Dowieść, że graf 3-regularny bez mostów
ma skojarzenie pełne (twierdzenie Petersena).

3. Udowodnić, że drzewo ma co najwyżej jedno
skojarzenie pełne.

4. Dowieść, że drzewo T = (V,E) o co najmniej dwóch
wierzchołkach ma skojarzenie pełne wtedy i tylko
wtedy, gdy
(D) ∀

v∈V
O(T − v) = 1.

5. Znaleźć błąd w następującym rozumowaniu:

Wykażemy, że graf G = (V, E), mający cykl
Hamiltona, ma skojarzenie pełne. Weźmy dowolny
S ⊆ V . Ponieważ wszystkie wierzchołki grafu G
leżą na jednym cyklu, graf G − S ma najwyżej
|S| spójnych składowych, więc tym bardziej
O(G − S) ⩽ |S|. Graf G spełnia zatem warunek
Tutte’a, a więc ma skojarzenie pełne.

6. Niech a, b ⩾ 3 będą liczbami naturalnymi.
Z 2n klocków o wymiarach a × b × 1 zbudowano
prostopadłościan o wysokości 2. Dowieść, że w ten
prostopadłościan można wbić pionowo n gwoździ
w taki sposób, by każdy z klocków został przebity.

7. Rozważmy graf dwudzielny o dwupodziale (A, B),
w którym

min
a∈A

deg(a) ⩾ max
b∈B

deg(b).

Dowieść, że ten graf ma skojarzenie nasycające
zbiór A (uogólnione twierdzenie o małżeństwach).

8. Dowieść, że niepusty regularny graf dwudzielny
jest sumą krawędziowo rozłącznych pełnych
skojarzeń.

9. Niech ∆ będzie największym stopniem wierzchołka
w grafie dwudzielnym G. Dowieść, że graf G
jest sumą ∆ rozłącznych krawędziowo skojarzeń
(twierdzenie Königa).

10. Niech n > m będą liczbami naturalnymi.
W tablicy kwadratowej n × n wybrano m wierszy,
a następnie w każdym z nich wpisano, w pewnej
kolejności, liczby 1, 2, . . . , n. Wiadomo, że w każdej
kolumnie występuje m różnych liczb. Wykazać,
że można uzupełnić tę tablicę do kwadratu
łacińskiego n × n.
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