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Mozna tez to zagadnienie rozumieé jako
zliczanie krawedzi w grafie pelnym

Liczby piramidalne nazywa si¢ tez
czworo$ciennymi, gdyz typowa piramida
ma 4, a nie 3, strony.
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Byle nie dodawa¢  Pawet Rafal BIELINSKI*

Jak glosi legenda opowiadana o mtodym Gaussie, pewnego dnia postawiono go
przed zadaniem obliczenia sumy liczb naturalnych od 1 do 40 wlacznie. Mlodego
Gaussa najwyrazniej malto co odrzucalo bardziej niz perspektywa dodawania
garstki calkiem nieduzych liczb, wiec zamiast tego, z uzyciem pewnej chytrej
sztuczki, wyprowadzil ogdlny wzor na n-ta liczbe trojkgtng:
Tn)=14+24+3+---+n.
My takze sprébujemy tego dokonacé, ale wykorzystamy w tym celu interpretacje
kombinatoryczna podanej sumy. Nastepnie zas przekonamy sie, ze nasza metoda
pieknie sie uogélnia i pozwala unika¢ dodawania nawet w wyraznie trudniejszych
sytuacjach.

Liczby tréjkatne

Wyobrazmy sobie przyjecie dla fanéw gier karcianych, na ktére oprocz
gospodarza przybyto n godci. Na takim przyjeciu kto$ powinien zagrac

w garibaldke — gre dla dwéch oséb. Na ile sposobéw mozna wybraé¢ dwodjke
chetnych do tej gry?

FLatwo te warto$é obliczy¢, uwzgledniajac kolejnoéé¢ przybywania gosci. Kiedy
na miejsce przybyl pierwszy z nich, zastal jedynie gospodarza i méglby co
najwyzej zagra¢ z nim. Kiedy wszedl drugi, pojawily sie nowe opcje, bo teraz
ten wladnie przybyly go$é moze zagraé¢ z dowolna z dwdch juz obecnych oséb.
Podobnie trzeci z przybylych méglby zagra¢ w parze z ktéras z trzech obecnych
oséb. I tak dalej: dla k-tego gosScia istnieje na tym przyjeciu doktadnie k dwdjek,
w ktérych jest on ostatnim przybylym czlonkiem. Zatem mozliwych dwdjek jest
dokltadnie 1 +2 + 3 + - -+ + n. Innymi stowy, pogrupowalismy mozliwe dwdjki
graczy wedlug najpdzniej przybytej osoby i okazalo sie, ze ich laczna liczba jest
n-ta liczba trojkatna.

Z drugiej strony nie jest wcale trudno obliczy¢ owa liczbe bez takiego
grupowania: przeciez aby wybraé¢ dwoch graczy, wystarczy wybracé jednego,
dowolnego — to zrobimy na n + 1 sposobéw — a nastepnie drugiego sposrod
pozostalych n. W ten sposob jednak policzylibysmy kazda dwéjke dwukrotnie,
bo kazdy z dwéch jej cztonkéw mogl by¢ wybrany jako ten pierwszy.
Dochodzimy zatem do wniosku, ze szukana liczba dwéjek wynosi $n(n + 1).
7 catej tej opowiesci wynika zas tozsamo$c:
n(n+1)

5
Mozemy teraz odpowiedzie¢ na pytanie Gaussa: suma liczb naturalnych
od 1 do 40 wiacznie jest 4%%41 = 820.

Tn)=1+4+2+3+---+n=

Liczby piramidalne

Zbadamy teraz dalsze mozliwosci zastosowanej powyzej metody. Obliczymy
mianowicie n-ta liczbe piramidalng, réwna sumie kolejnych liczb trojkatnych:

Pn)=T(1L)+T2)+T3)+---+T(n).
Celowo nie podstawiamy tu zadnego wzoru za T'(k), poniewaz bedziemy chcieli
korzysta¢ przede wszystkim z opisanej powyzej interpretacji kombinatorycznej.

Wyobrazmy wiec sobie przyjecie dla fanéw gier karcianych, na ktore oprécz
dwojga gospodarzy przybylo n godci. Na takim przyjeciu kto$ powinien zagrac
w preferansa — gre dla trzech oséb. Na ile sposobéw mozna wybraé taka trojke
graczy?

Podobnie jak ostatnio, rozwazmy gosci przyjecia w kolejnosci ich przybywania,
pamietajac o dwojgu obecnych przez caly czas gospodarzy. Gdy przybywa
pierwszy gos¢, powstaje pierwsza mozliwa trojka. W chwili przybycia drugiego
pojawiaja sie nowe opcje, mianowicie te tréjki, w ktérych sktad on wchodzi.
Ogdlnie, gdy przybywa k-ty go$é¢, pojawia sie pewna liczba nowych mozliwosci.
Kluczowa obserwacja: trojek z udzialem wlasnie przybytego jest dokladnie tyle,
co dwdjek bez niego. Tych z kolei jest T'(k), bo bez tego goscia dostepnych jest
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Jesli, Drogi Czytelniku, przezywasz tutaj
matle déja vu, to byé moze z powodu
uderzajaco podobnego zagadnienia,

o ktérym pisal Wojciech Guzicki w A;,;.

Czytelnik Edukowany, znajacy symbol
Newtona i jego interpretacje
kombinatoryczng, moze zaatakowad
rozpatrywany problem z jeszcze jednej
strony. W ten sposéb odkryje
kombinatoryczny dowéd wzoru

Wskazéwki do wyzwan zamieSciliSmy na
stronie |21, w numerze znajduja sie takze
odpowiedzi.

k + 1 0séb (wlasnie dlatego w tej opowiesci mamy drugiego gospodarza). Wobec
tego opisana liczba rzeczywiscie jest réwna T'(1) + T(2) + T'(3) + - -- + T'(n),
czyli P(n).

Znowu mozemy jednak ominaé¢ kolejno$é¢ przybywania godci. Wystarczy
zauwazy¢, ze trojka graczy to jeden, wybrany sposréd n + 2, i jeszcze dwodjka
sposréd n + 1 graczy, wybrana na T'(n) sposobéw. I znowu, uwzgledniajac, ze
w tréjce dowolny gracz moégltby byé tym pierwszym, otrzymujemy odpowiedz
w nowej postaci: £(n + 2)T(n). Po lekkim uporzadkowaniu dochodzimy do

tozsamosci

Pn)=TMW)+TQ2)+T@B)+---+T(n) = w

W ten sposéb mozemy latwo — i bez dodawania — obliczy¢ np. P(22), czyli
sume 22 poczatkowych liczb tréjkatnych. Wynosi ona znaczace
22.23-24
— = 2024.
Dalej, wyzej!

Pokusimy sie obecnie o daleko idace uogdlnienie. Bedziemy rozwazaé liczby
tréjkatne oraz piramidalne jako szczegdlne przypadki liczb piramidalnych
pewnego wymiaru, réwnego tu odpowiednio 2 lub 3. Przyjmiemy, ze liczba
piramidalna danego wymiaru jest suma poczatkowych liczb piramidalnych
wymiaru o 1 nizszego — mozna to interpretowaé jako uktadanie kulek

w wielowymiarowe piramidalne stosy, tak jak dla liczb tréjkatnych

i piramidalnych.

Oznaczmy przez Py(n) n-ta liczbe piramidalna wymiaru 0, umawiajac

sie przy tym, ze Py(n) = 1 dla kazdego n. Dalej, dla danego w > 0 niech

Py(n) =Py_1(1) + Py_1(2) + Py—1(3) + - - - + Py—_1(n). Latwo mozna zobaczy¢,
ze wowcezas Pi(n) =n, Pa(n) = T(n) oraz Ps(n) = P(n), czyli przyjeta przez nas
konwencja rzeczywiscie obejmuje wczesniejsze rozwazania.

Czy mozemy wyprowadzi¢ ogdlny wzér na P, (n)? Okazuje sie, ze tak, a ponadto
wystarczy powtorzy¢ rozumowanie przedstawione powyzej. Wyobrazmy sobie
bowiem przyjecie dla fanéw gier karcianych, na ktérym obecnych jest w — 1
gospodarzy oraz n gosci i chcemy. rozegraé partie w-ysigca — gry dla w graczy.

7 jednej strony, gdy najwyzszy numer goscia wsrod grajacych wynosi k, to
pozostalych mozemy wybraé na P,,_1(k) sposobéw. Rozpatrujac kolejno
mozliwe k, dochodzimy do wniosku, ze grajacych mozna wybra¢ na
Py_1(1) + Py—1(2) + Py—1(3) + - - - + Py_1(n), czyli P, (n) sposobdéw.

Z drugiej strony natomiast mozna wybra¢ w graczy, wybierajac najpierw
jednego, a nastepnie pozostatych. Uwzgledniajac, ze wéréd n + w — 1 graczy
mozna wybraé tego pierwszego na n + w — 1 sposobéw, mamy nowy wzor
na szukang liczbe: 2+2=1P,,_,(n). Podstawiajac za P,,_1(n), a nastepnie za
Py,_2(n) i tak dalej, dojdziemy do wzoru:

Pu(n) = n(n—i—1)1(712—|—2)...(n—i—w—1)7
gdzie jedynke w mianowniku dopisaliémy gléwnie dla estetyki. Innymi stowy, jest
to iloczyn w kolejnych liczb naturalnych, zaczynajacy sie od n, podzielony przez
iloczyn w kolejnych liczb naturalnych, ale tym razem zaczynajac od 1. To nad
wyraz elegancki wynik, nieprawdaz?

Pogléwkuj i Ty! Wyzwania

Oblicz, tj. przedstaw w postaci zwartego wzoru. Wszystkie chwyty sa dozwolone!
1.n-14+(n—-1)-24+n—-2)-3+---+1-n

2.0T(1) +(n=1)T2)+(n—-2)T3)+---+1-T(n).

3.7(n) - T()+T(n—-1)-T2)+T(n—-2)-TB)+---+T(1)-T(n).
4.T2n)—-T2n—-1)+T(2n—-2)—---+T(2) - T(1).

5. T(1)+T@B)+T(5)+---+T(2n—1).
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