Ile jest szeScio$cianow?

* University of Education Weingarten

**XX Liceum Ogélnoksztalcace
w Krakowie

Aby dobrze oswoi¢ si¢ ze wzorem Eulera,

polecamy po$wiecony mu Deltoid

z A3 braz tekst Polowanie na uroczy
wieloscian z A‘;’G, ktére w podobny

sposéb wykorzystuje wzoér Eulera.
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Najpewniej kazdy Czytelnik Delty wie, co to jest szescian — i ze co do zasady
(fachowo: co do podobienistwa) jest tylko jeden taki w geometrycznym Swiecie.
W niniejszym artykule odpowiemy na pytanie, ile jest szes$cio$cianow wypuktych,
czyli bryt, od ktérych wymagamy jedynie wypukloéci i posiadania szeéciu

Scian. Nie bedziemy przy tym rozréznia¢ wielodcianéw rézniacych sie jedynie
ulozeniem wierzchotkéw w przestrzeni — na przyklad szeScian oraz Sciety
ostrostup czworokatny (patrz margines) liczymy jako ten sam sze$cioScian.

Rozpocznijmy od przypomnienia wzoru Fulera: jedli pewien wypukly wielo$cian
ma s Scian, k krawedzi oraz w wierzchotkow, to zachodzi:
s—k+w=2.
Zauwazmy ponadto, ze z kazda krawedzia zwiazane sa dwa wierzcholki (jej
korice) oraz z kazdym wierzchotkiem zwiazane sa co najmniej trzy krawedzie
(te, do ktérych 6w wierzcholek nalezy). Podobnie, z kazda krawedzia zwiazane
sa dwie éciany, a z kazda Scianag — co najmniej trzy krawedzie. Wynikaja stad
nieréwnosci:
2k > 3w oraz 2k > 3s.
Wstawiajac w powyzszych nieréwnosciach k = w + s — 2 (co wynika ze wzoru
Eulera), otrzymamy ostatecznie
%s+2§w<2374.
Przyjmujac wyzej s = 6, otrzymujemy, ze liczba wierzchotkow szescio$cianu moze
wynosi¢ 5, 6, 7 lub 8. Dostajemy w ten sposéb cztery kategorie szescioSciandw,
w ramach ktérych kazdy ma taka sama liczbe wierzchotkéw (wiec réwniez
krawedzi). Réznice dotycza konfiguracji $cian bocznych. Moga by¢ nimi tylko
trojkaty, kwadraty i pieciokaty — szesSciokaty nie sa mozliwe, gdyz taka $ciana
musiataby mie¢ dodatkowych szes¢ sasiadujacych Scian.

Wyniki naszych wstepnych poszukiwan przedstawia ponizsza tabela. Wielkosci
S3, S4 1 s5 oznaczajg odpowiednio liczbe Scian troj-, czworo- i pieciokatnych.

M M IV Y Vi Vil
w 6 6 7 7 3 3
e 10 10 11 11 12 12
P ] 5 2 3 2
S4 2 1 2 6 2
55 1 1 2

Lista wszystkich szescio$cianéw pojawita

si¢ juz w Delcie — patrz artykut

Marka Kordosa z Agl.

I to podwdjny ostrostup tréjkatny.

[l powstaje z graniastostupa tréjkatnego przez odciecie odpowiedniego
czworoscianu.

1l to ostrostup pieciokatny.

IV jest polowa szescianu, uzyskana w wyniku przeciecia plaszczyzna
przechodzaca przez przeciwlegle wierzchotki i Srodki dwéch krawedzi
(w przekroju dostajemy romb).

V  to klin utworzony z pieciokatnego ostrostupa za pomoca dwdch ciec.

VI jest tradycyjnym szeScianem.

VIl zostal utworzony z szedcianu za pomoca ciecia o pigciokatnym przekroju.

Znalezlidémy siedem réznych szescioécianéw. Skad jednak wiadomo, Ze nie ma
innych? Latwo uwierzy¢, ze z 6 trojkatéw mozna zbudowadé tylko wielodcian
typu |, z 5 tréjkatéw i pieciokata tylko wieloscian typu lll, z 6 czworokatéw
tylko wieloscian typu VI, z kolei z dwoéch pieciokatéw, ktére musza mieé
wspoélna krawedz, tylko typ VII. Badanie wielu przypadkéw kombinacji écian dla
pozostalych konfiguracji (w, sz, s4, s5) nie jest jednak zbyt obiecujace. W sukurs
przyjda nam pewne dodatkowe narzedzia teoretyczne.

18


https://www.deltami.edu.pl/2016/03/w-k-s-2/
https://www.deltami.edu.pl/2016/03/w-k-s-2/
https://deltami.edu.pl/2024/04/polowanie-na-uroczy-wieloscian/
https://deltami.edu.pl/2024/04/polowanie-na-uroczy-wieloscian/
https://deltami.edu.pl/2001/02/ile-jest-wieloscianow-z-szescioma-scianami/

N

Wielo$ciany typu | i Il wraz ze swoimi
wieloscianami dualnymi

Wieloscian i jego cien, czyli diagram
Schlegela. David Eppstein, CC BY-SA
3.0, via Wikimedia Commons

Uzasadnienie 3-spdjnosci diagramu
Schlegela w pigulce: wybierzmy dowolne
wierzcholki w i v wielo$§cianu W.
Udowodnimy, ze dowolne dwa inne
wierzcholki mozna polaczy¢ Sciezka, ktéra
nie przechodzi ani przez u, ani przez v.
Rozwazmy plaszczyzne przechodzaca
przez w, v i jeszcze jeden (dowolny)
wierzcholek u. Rozbija ona W na dwie
czgsci. Wierzcholki kazdej z nich mozna
zwiedzié, startujac z u i poruszajac si¢ po
krawedziach, ktére nie maja konca w w

i v. Ilustracja: David Eppstein, CC
BY-SA 4.0, via Wikimedia Commons
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Rozpatrzmy pewien wielo$cian wypukly W. Wybierzmy dowolne punkty

na Scianach tego wieloscianu i potaczmy odcinkami pary punktow lezace

na sasiadujacych $cianach. To, co w rezultacie dostaniemy, moze nie by¢
wielo$cianem, gdyz niedoszte Sciany moga by¢ ,,powyginane”. Okazuje sig,

ze uzyskany szkielet mozna jednak ,,wyprostowacé”, otrzymujac peltnoprawny
wielo$cian W', ktéry nazywamy wielo$cianem dualnym W. Nietrudno przekonaé
sie, ze wieloScian dualny ma tyle samo krawedzi co oryginalny, za$ liczba jego
Scian jest réwna liczbie wierzcholtkéw wyjsciowego (i vice versa). Ponadto
wieloécian dualny do dualnego jest (co do struktury) tozsamy z wyj$ciowym.

W szczegdlnosci, wielodcian dualny jednoznacznie wyznacza swoj oryginal.

Wyobrazmy sobie teraz, ze Sciany danego wieloScianu sa przezroczyste,

w odroéznieniu od jego krawedzi. Z jednej strony takiego wielo$cianu
przykladamy zrédlo $wiatla, a z drugiej kartke. Jesli odpowiednio przylozymy
zrodlo Swiatla, cienie krawedzi nie beda sie przecinaé¢ — uzyskamy w ten sposéb
diagram Schlegela wieloscianu. Jesli spojrzymy na diagram Schlegela jak na graf,
czyli uklad punktéw (wierzchotkéw) polaczonych kreskami (krawedziami), to
bedziemy mogli stwierdzi¢, ze jest on grafem planarnym, czyli mozliwym do
narysowania bez przecinania krawedzi.

Diagram Schlegela ma jeszcze jedna wlasnos¢ — jest grafem spdjnym, czyli
poruszajac sie po jego krawedziach, mozna przemiesci¢ si¢ miedzy dowolnymi
jego wierzchotkami (bo tak tez jest na wieloScianie). Dla wielo$cianéw
wypuktlych pozostaje to prawda, nawet jesli pozbedziemy si¢ dowolnych dwbdch
wierzcholtkéw wraz z wychodzacymi z nich krawedziami (szkic uzasadnienia

na marginesie). Mozna réwnowaznie powiedzieé, ze kazde dwa wierzcholki sa
polaczone co najmniej trzema Sciezkami, ktére — oprécz poczatku i konica — nie
maja punktow wspolnych. Takie grafy nazywamy tréjspojnymi.

Zgodnie z powyzszymi obserwacjami diagramy Schlegela wieloscianéw dualnych
do szeScio$cianéw sa planarnymi i trojspojnymi grafami o szeéciu wierzchotkach.
Na szczeécie dla nas w publikacji [f] przedstawiono spis wszystkich 112 spGjnych
graféw o 6 wierzchotkach, z informacja (miedzy innymi) o ich planarnosci

i stopniu spéjnosci. Ostatecznie zostajemy z siedmioma grafami:

Dowiedlismy w ten sposéb, ze istnieje co najwyzej 7 szeScio$cianéw — udalo sie
nam zatem przedstawi¢ wszystkie. Czytelnikowi Podejrzliwemu pozostawiamy
sprawdzenie, czy przedstawione wyzej grafy faktycznie sa diagramami

Schlegela wielo$cianéw dualnych do zaprezentowanych wezedniej szescioscianow.
Zaznaczmy przy okazji, ze tréjspojnoéé i planarnosé to wystarczajace warunki,
by dany graf mégt byé ,cieniem” jakiego$ wieloScianu. Jest to glebokie
twierdzenie udowodnione przez niemieckiego matematyka Ernsta Steinitza
(1871-1928).

Na koniec wspomnijmy, ze istnieja trzy typy niewypuklych szedcioscianéw, ktére
mozna skonstruowaé poprzez odpowiednie wyciecie czworoscianu z czworoscianu.

k=10, w=6 k=11, w=7 k=12, w=28
Grafy tych wieloScianéw niewypuktych, a co za tym idzie takze graféw ich
wieloScianéw dualnych, nie sa trojspojne. Tych wieloscianéw nie udaloby sie
zatem ,uwypukli¢” i sa to przykltady istotnie rézne od tych zaprezentowanych
wczesniej.
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