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Rys. 1. Continuum liter | na plaszczyznie,
na czarno zaznaczono jedng z nich

Rys. 2. Continuum liter N na
plaszczyznie. Litere trzeba przesuwaé
»pod katem”, by unikngé nachodzenia na

siebie

Rys. 3. Continuum liter O na plaszczyznie

Tytulowe pytanie moze brzmie¢ dosy¢ dziwnie. Plaszczyzna jest nieskonczona,
wiec i liter na niej mozemy napisaé nieskoniczenie wiele (dysponujac, jak

to matematycy, nieskoficzonym czasem). Nie od dzi§ wiadomo jednak, ze
nieskonczonosci sa rézne, jedne mniejsze, drugie wieksze. Ktéra z tych
nieskonczonosci odpowiada na tytulowe pytanie? I czy zalezy to od litery, ktorej
ono dotyczy? Nad tym wlasnie zastanowimy si¢ w niniejszym artykule.

Czytelnikom, ktérym obce jest rozréznianie miedzy nieskonczonosciami,
polecamy Deltowy wyktad na ich temat autorstwa Michala Korcha, zwlaszcza
odcinek |Nieskoriczonosé 4. Nie kaida jest taka sama, ASy. Ponizej w pigulce
prezentuje istotne dla nas wiadomosci — dla tych, ktérzy potrzebuja jedynie
krotkiego przypomnienia w tym zakresie. Powiemy, ze dwa zbiory sa réwnoliczne,
jesli ich elementy mozna ,,polaczyé w pary”, czyli jesli istnieje miedzy nimi
bijekcja. Réwnoliczne sa zatem zbiory liczb naturalnych i liczb parzystych,

a odpowiednia bijekcja miedzy tymi zbiorami to funkcja f(n) = 2n. Kazdy zbidr,
ktoéry jest rownoliczny ze zbiorem liczb naturalnych, nosi nazwe przeliczalnego.
Przeliczalne sg wszystkie nieskoniczone podzbiory zbioru liczb naturalnych, jak
réwniez pewne jego nadzbiory (np. zbidr liczb wymiernych). Przeliczalne sa
roéwniez zbiory par, trdjek, czworek itp. elementéw pochodzacych ze zbioru
przeliczalnego (np. przeliczalny jest zbidr par liczb naturalnych, co mocno
wiaze si¢ z przeliczalnoscia zbioru liczb wymiernych). Przykladem zbioru
nieprzeliczalnego jest zbidr liczb rzeczywistych, a nawet sam odcinek [0, 1]. Jego
Hliczba elementow” nosi nazwe continuum; jest to réwniez liczba punktéw na
plaszczyznie czy w przestrzeni.

Wracajac do tytutowego problemu, zaznaczmy od razu, ze nie chcemy, aby
litery sie przecinaly. Za przecinajace sie literki juz w przedszkolu mozna byto
dostaé¢ deszczowa chmurke zamiast uSmiechnietego sloneczka, czego oczywiscie
chcemy unikna¢. WeZmy na warsztat najprostsza w zapisie litere, czyli |. Czy na
plaszczyznie starczy miejsca na continuum egzemplarzy, czy ,,tylko” przeliczalnie
wiele? Okazuje sie, ze | specjalnie sie nie rozpycha, i mozemy upakowaé jej
continuum. Wystarczy dla kazdej liczby rzeczywistej ¢ narysowac kreske od
punktu (¢,0) do punktu (¢, 1). Kazda taka kreska (przyznajmy, zerowej grubosci)
moze $mialo reprezentowaé litere |, i postawiliémy ich continuum (rys. 1).

Na wiecej nie mamy co liczyé, gdyz na plaszczyznie jest tylko (az?) continuum
punktéw.

To, co zadecydowalo o sukcesie calej operacji, to mozliwos¢ przesuwania |

w ustalonym kierunku tak, by zadna z przesunietych wersji nie zahaczala

o pozostale. To samo mogliby$my wykona¢ w przypadku N (rys. 2), Z, M czy W.
Dla kazdej z tych liter mozemy bowiem wskazac¢ kierunek taki, ze kazda prosta
w tym kierunku przecina nasza litere co najwyzej raz. Niektérzy matematycy,
zwani topologami, mogliby w tym momencie usmiechnaé si¢ z politowaniem,
poniewaz dla nich wszystkie te litery sa niejako tozsame z |, gdyz sa po prostu
jej powyginanymi wersjami, i wniosek co do licznosci mozliwych do upchania
egzemplarzy powinien by¢ ten sam. Céz, gdyby, majac napisa¢ na kartce N,
nabazgrali —~— to od razu zobaczyliby w zeszycie burzowe chmurzysko,

i mina by im zrzedla. My bedziemy staranni!

Mozna w tym momencie nabraé¢ podejrzen, ze kazda litere mozemy napisaé
na plaszczyznie continuum razy. Przyjrzyjmy sie jednak literze O. Tutaj
przesuwanie juz nie zadziala — niewielkie przesuniecia skutkuja przecigciami,
obojetnie w jakim kierunku zostana wykonane. Mozemy jednak powickszaé te
litere niczym pompowany balonik. Dostaniemy wéwczas koncentryczne okregi
o réznych promieniach (rys. 3). Poniewaz promiet mozemy wybraé¢ dowolny,
liter O réwniez mozemy zmiesci¢ continuum.

Takie rozwigzanie moze si¢ jednak nie podoba¢. Malo ktéry przedszkolak
poproszony o napisanie na kartce kilku liter O umiescitby pewne dwie jedna
wewnatrz drugiej. Mozemy zatem w tym wypadku chcie¢ nie tylko, by litery
sig¢ nie przecinaly, lecz rowniez by roztaczne byly zamkniete przez nie obszary
plaszczyzny. Gdy dolozymy takie wymaganie, odpowiedZ na nasze pytanie
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Rys. 4. Anatomia litery Y
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Rys. 5. Dwie malownicze litery Y, ktérym
przypisaliSmy te sama tréojke kot

I E I < przeguby
<+ kola wymierne

Rys. 6. Pelny graf dwudzielny K3 3,
ktérego nie mozna narysowacé na kartce
tak, by polaczenia migdzy wierzchotkami

nie przecinaly si¢

Rys. 7. Litera Y (na czarno) jako
podlitera innych liter

ulegnie zmianie. Zauwazmy bowiem, ze wewnatrz kazdej litery O na plaszczyznie
musi sie znalez¢ punkt o wspolrzednych wymiernych, niezaleznie od tego,

jak koslawo ja napiszemy. Jest to konsekwencja faktu, ze miedzy dowolnymi
dwiema réznymi liczbami rzeczywistymi znajduje si¢ liczba wymierna. Punkty
przypisane réoznym literom musza by¢ rézne, skoro ich wnetrza sa roztaczne.
Poniewaz liczb wymiernych jest przeliczalnie wiele, tyle jest réwniez ich

par, czyli punktéw o wspolrzednych wymiernych. Dowodzi to, ze liter O

o rozlacznych wnetrzach mozna umiesci¢ na plaszczyznie tylko przeliczalnie
wiele. To samo tyczy sie wszystkich liter ,,zamykajacych” jaki$ fragment
plaszczyzny: A, B, P czy R.

Sprébujmy teraz naszych sil z litera Y. Wydaje sie, ze nie zajmuje ona zbyt
wiele miejsca — przede wszystkim nie ma zadnego ,,brzuszka”, wiec nie jesteSmy
w stanie, uzywajac poprzedniego argumentu, uzasadnié¢, ze zmiesci si¢ tylko
przeliczalnie wiele jej egzemplarzy. Mozna powiedzieé, ze sktada sie ona z trzech
potaczonych liter |, co pozwala nabraé¢ podejrzen, ze na plaszczyznie znajdzie sie
miejsce na ich continuum. Jednak podstawowe zastosowane dotychczas sztuczki
w tym wypadku sie nie sprawdzaja — zaréwno przesuwanie, jak i skalowanie
(ktére dzialalo w przypadku litery O) nie daja pozadanego rezultatu. Intuicja
moze podpowiadaé, ze odpowiednio ja wyginajac (nawet kosztem niskich not za
styl), bedziemy na tyle blisko litery I, ze kontinuum powinno byé w zasiegu reki.
Ta intuicja jest jednak bledna, o czym przekonuje ponizsze rozumowanie.

Rozwazmy zatem dowolny zbiér nieprzecinajacych sie liter Y na plaszczyzZnie.
Udowodnimy, ze musi on by¢ co najwyzej przeliczalny. Dla ulatwienia dalszego
rozumowania, wprowadzmy pojecie kola wymiernego, to znaczy takiego, ze
zaréwno jego promien, jak i obie wspolrzedne $rodka sg wymierne. Wymiernych
kot jest zatem przeliczalnie wiele, podobnie jak ich par, tréjek, czworek itp.

Przyjrzyjmy sie teraz igrekowej anatomii. Litera Y ma trzy ramiona taczace sie
w punkcie, ktéry nazwiemy przegubem (rys. 4). Jakby$my takiej litery Y nie
napisali, mozemy wskazaé trzy roztaczne i wymierne kota, z ktérych kazde

(a) zawiera koniec jednego z jej ramion,
(b) nie przecina zadnego z pozostalych ramion, w szczeg6lnosci nie zawiera
przegubu.

Kazdej napisanej przez nas literze Y przypisujemy w ten sposob trojke
wymiernych koét. Jak juz wspomnielidémy, takich tréjek jest przeliczalnie wiele.
To oczywiscie nie koniec dowodu — dwie litery Y moga mie¢ przypisany ten sam
zestaw trzech wymiernych kot, jak pokazuje rys. 5. Okazuje si¢ jednak, ze jeden
zestaw nie moze byé¢ wspoldzielony przez trzy litery Y. Stwierdzenie to, ktére
zaraz uzasadnimy, implikuje, ze liter Y napisaliSmy co najwyzej przeliczalnie
wiele.

Przypusémy zatem, ze jest inaczej — i ze pewnym trzem literom Y
przyporzadkowalismy te sama trojke két wymiernych. Mamy trzy kota
wymierne i trzy przeguby, kazdy przegub jest potaczony kreska z kazdym
kolem wymiernym i kreski te nie przecinaja sie (bo nie przecinaja sie napisane
przez nas litery Y). Polecam Czytelnikowi choé¢ jedna prébe narysowania takiej
konfiguracji. Nie udalo sie, prawda? I nie bez powodu — jest to niemozliwe!
Problem ten przybiera rézne postaci, w jednej z nich nalezy trzy domy
podlaczyé¢ do zréodet wody, elektrycznosci i gazu tak, aby przytacza nie
przecinaly sie. A w formalnym zargonie jest to stwierdzenie nieplanarno$ci
pelnego grafu dwudzielnego K3 3 (rys. 6). Nie da rady i juz — krétkie wyjasnienie
oparte na wzorze Eulera mozna odnalezé w Deltoidzie z A%,

Poniewaz Y moze zmiesci¢ sie na plaszczyznie co najwyzej przeliczalnie wiele
razy, to to samo dotyczy wszystkich liter, ktére zawieraja Y jako ,podlitere”.
Przykladami sa T czy K, lecz réwniez wspomniane wezesniej A i P (rys. 7),

i to nawet jesli dopuscimy ,zawieranie” liter jedna w drugiej. Czytelnikowi
proponujemy rozstrzygniecie tytutowego pytania dla kazdej z pozostalych
liter alfabetu. Nie trzeba dodawad, ze préby praktyczne sa skazane na
niepowodzenie. . .

9


https://deltami.edu.pl/2011/08/domki-i-studnie/

