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Rys. 1. Hieroglify na kamieniu z Rosetty
w Egipcie (przewiezionym z Aleksandrii
do Londynu w 1802 r.). Zostaly
rozszyfrowane dopiero w 1822 roku przez
Jeana-Francoisa Champolliona
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Rys. 2. Czes¢ papirusu matematycznego
Rhinda. Jego nazwa pochodzi od
Aleksandra Henry’ego Rhinda, szkockiego
antykwariusza, ktéry kupil papirus

w 1858 roku w Luksorze w Egipcie
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Rys. 3. Wyjatek z maszynowego rekopisu
Alberta Einsteina i Marcela Grossmanna,
opublikowanego w 1914 roku

w Zeitschrift fir Mathematik und
Physik, przyktad bardziej wspotczesnego
matematycznego hieroglifu

Roéwnania rézniczkowe jako hieroglify
Jose A. LANGA*, Grzegorz LUKASZEWICZ**

W tym artykule zamierzamy przyblizy¢ bogactwo $wiata réwnan rézniczkowych
i zwiazanych z nimi zagadnien w szerokim kontekscie — obejmujacym
matematyke, fizyke i filozofie nauki — na przykladzie réwnania, ktére

bolicani . ok
symbolicznie zapisujemy jako Au=f.

Za tym napisem kryja sie cale misternie skonstruowane swiaty. Mozemy go
traktowac jako hieroglif, ktéry nalezy dopiero rozszyfrowaé, dokladnie tak samo
jak to bylo z hieroglifami egipskimi na kamieniu z Rosetty (rys. 1). Podobnie
kazdy tekst matematyczny (rys. 2 i 3) musimy najpierw rozszyfrowaé, a potem
zrozumieé na réznych poziomach (o czym pisalismy réwniez w Al,).

Pierwsza rzecz to rozszyfrowanie znaczenia znakéw A, u, = oraz f. Znak =
podpowiada, ze napis Au = f wyraza réwnanie, a wiec jezyk tego napisu jest
jezykiem matematyki, ale nie wiemy, jakie maja znaczenie symbole u, f oraz Au.
Ktére z tych obiektow oznaczaja liczby, funkcje, a moze jeszcze co$ innego?

Rzeczywiscie, interpretacji moze by¢ wiele. Skupmy sie, zgodnie z porzadkiem
historycznym, na interpretacji klasycznej, gdzie u, f sa funkcjami w przestrzeni
euklidesowej jedno-, dwu- lub tréjwymiarowej, a /A oznacza operator
rézniczkowy. W przypadku dwuwymiarowym, czyli na ptaszczyznie, dla funkcji u
i f dwoch zmiennych 1, z2, napis Au = f odczytujemy jako

Ou(z1,22)  0%*u(wy, )

(1) 8‘T% 6$g = f($17$2>7

gdzie 86—; oznacza druga pochodng czastkowa po i-tej wspélrzednej. (Pochodne

Au(xy,x0) =

czadstkovx;e mozna rozumie¢ jako ,zwykte” pochodne przy ,,zamrozeniu” wartosci
wszystkich zmiennych poza jedna, po ktérej pochodna czastkowa jest liczona).

No dobrze, ale o co nam chodzi, gdy piszemy réwnanie ? Roéwnania
rézniczkowe rozumiemy podobnie jak réwnania algebraiczne. Na przyklad,
majac réwnanie 22 = a, dla danej liczby a mozemy zadaé pytanie, czy istnieje
liczba z, ktéra to réwnanie spelnia, a jesli tak — jak mozliwie prosto przedstawic
zbidr wszystkich takich liczb (tzn. zbiér rozwiazan). Liczba a moze nie by¢
sprecyzowana, jednak bywa, ze nakladane sa na nia pewne dodatkowe warunki
(np. ze jest liczba dodatnia). Podobnie rozwiazan mozemy chcieé szukaé

w jakims$ okre$lonym zbiorze, np. w zbiorze liczb wymiernych.

W przypadku naszego réwnania rézniczkowego, analogicznie, dla danej ciaglej
funkcji f nalezy znalezé¢ funkcje u majaca ciagle pierwsze dwie pochodne
i spelniajaca réwnosé w kazdym punkcie (x1,x2).

Podstawowe pytania w obu sytuacjach sa te same.

(A) Czy dla wybranych danych (a czy f, odpowiednio) istnieje rozwiazanie
(z czy u, odpowiednio) danego réwnania, a jesli tak, to ile takich rozwiazan jest?

(B) Jakie sa wlasnosci rozwiazan?

Wiemy, ze w przypadku réwnania z2 = a, gdy a jest liczba dodatnia, to istnieja

dwa rzeczywiste rozwigzania, symetryczne wzgledem 0. Oznaczamy je jako v/a
(dodatnie) oraz —/a. Dla a = 0 mamy jedno rozwigzanie: z = 0, a dla a ujemnych
nie istnieje liczba rzeczywista = spelniajaca réwnanie 22 = a.

Zagadnienie jednowymiarowe. Zilustrujemy nasze pytania dotyczace
istnienia i wlasnoéci rozwigzan réwnania Au = f w najprostszym,
jednowymiarowym przypadku. Nasze réwnanie przybiera wtedy postaé

d*u(x)
2 —t=f.
@ =1
Wezmy f = 0. Jest to bardzo wazny przypadek, nazywany jednorodnym. Jezeli
3) PPu(z) 0
de?2 7
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Rys. 5. Pole prostokata ABCD jest
réwne polu trapezu ABEF
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Rys. 6. Krzywa na odcinku [A, B] lezy
pod swoja sieczna,

u(C) =D < E = au(A) + (1 — a)u(B),
gdzie C = A+ (1 — a)B

Czytelnikom, ktérzy nie znaja pojecia
calki, moze tu wystarczy¢ przyjecie, ze
przez ff f(z)dz rozumiemy pole pod
wykresem funkcji f na odcinku [A, B].

to nietrudno jest zobaczy¢, ze rozwiazania istnieja i maja postacé
u(z) = ax + b,
gdzie a i b moga by¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Zatem nasze réwnanie

rézniczkowe ma nieskonczenie wiele rozwiazan, wykresami ktérych sa proste.
Jest to odpowiedZ na pytanie (A) o istnienie i liczbe rozwiagzan.

Do waznych (i oczywistych) wlasnos$ci naszych rozwigzan, majacych swoje
naturalne (cho¢ nieco mniej oczywiste) uogélnienia takze w przypadku dwu-
i tréjwymiarowym, naleza:

l. Dla dowolnego odcinka (A, B) rozwiazanie réwnania (3|) przyjmuje swoje
ekstrema, czyli warto$ci najmniejsza i najwieksza, na jego koricach (tzn. na
brzegu tego odcinka). Jesli rozwiazanie nie jest funkcja stala, to wartosci
ekstremalne sa przyjmowane wylgcznie na krancach odcinka.

[I.  Dla dowolnego odcinka (A, B) rozwiazanie réwnania (3) w srodku tego
odcinka przyjmuje wartos¢ rowna sredniej z wartosci przyjmowanych na
brzegach odcinka, czyli u(2£2) = U(A)'gu(B) (rys. 4).

[ll.  Dla dowolnego odcinka (A, B) rozwiazanie réwnania (3) w $rodku tego
odcinka przyjmuje wartos¢ srednia na tym odcinku, co znaczy, ze pole
pod wykresem rozwiazania na odcinku (A4, B) jest réwne polu prostokata
o podstawie B — A i wysokosci u(2$2) (rys. 5).

Rozwazymy teraz prosty przyklad réwnania niejednorodnego,
d?u(x)
dz?
Z powyzszego réwnania widzimy, ze druga pochodna funkcji u jest dodatnia,
a wiec pierwsza pochodna jest funkcja rosnaca, w konsekwencji funkcja u jest
$cidle wypukla, czyli na kazdym odcinku (A, B) lezy ponizej swojej siecznej na
tym odcinku, co opisuje warunek u(ad + (1 — a)B) < au(4) + (1 — a)u(B) dla
kazdej liczby « z przedziatu (0,1). W naszym przypadku u(z) = 22 + bz + ¢
(rys. 6).

Wymienione powyzej wlasnosci II i ITII maja swoje uogdlnienia dla rozwazanego
rownania niejednorodnego. Wygladaja one nastepujaco:

=2 lub ' (x)=2.

oraz 1 e 1
(5) = / u(r)dr = u(p) + o ()h?
p—h

dla dowolnego ustalonego punktu p. W szczegdlnoéci, gdy funkcja u spelnia
réwnanie u”(z) = 0, otrzymujemy wlasnosci Il i 111, a w ogdlniejszym przypadku
powyzsze wzory mdwig nam, ze operator j—; mierzy odchylenie wartoéci funkcji
w danym punkcie p od wartodci $rednich, zdefiniowanych przez lewe strony
réwnan (4) i (5) odpowiednio, na zawierajacym go przedziale (p — h,p+ h).

Jak to wyglada od strony fizyki? Spdjrzmy teraz na réwnania (2) i (3) od
strony fizyki, a obraz nam sie rozjasni.

Réwnanie (3) opisuje nastepujaca sytuacje fizyczna. Zalézmy, ze mamy

pret (obiekt jednowymiarowy) o dlugoséci B — A, na ktérego konicach A, B
utrzymujemy stala temperature u(A) i u(B). Pytamy o temperature u(z)

w kazdym wewnetrznym punkcie preta. Po bardzo dlugim czasie od poczatku
eksperymentu rozklad temperatury w precie powinien sie ustali¢ do funkcji
spelniajacej réwnanie (3)), a wiec do funkcji liniowej laczacej punkty (4, u(A))
i (B,u(B)).

Jezeli natomiast w punkcie p we wnetrzu obszaru znajduje sie zrédlo ciepla

(co odpowiada temu, ze f(p) < 0), to temperatura w punkcie p bedzie wieksza niz
$rednia temperatura w jego otoczeniu. Taka sytuacje opisuje réwnanie (2)).

W $wietle tej interpretacji wlasnosci I, Il i Il oraz wzory (4)), (5)) staja sie
zrozumiate.
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Rys. 7. Trzy rézne krzywe okres$lone na
przedziale A < © < B, laczace punkty
C =u(A) =ua, D=u(B)=up

Zagadnienie brzegowe a zagadnienie poczatkowe. Poszukiwanie
granicznego rozktadu temperatury w precie mozemy przedstawi¢ w postaci
nastepujacego zagadnienia brzegowego:

(6) di;;(f) = f(z), A<z<B, u(A) =ua, u(B)=ug.

Szukamy tu funkcji u(z) okreslonej na odcinku [A, B], spelniajacej réwnanie
rézniczkowe wewnatrz tego odcinka i powyzsze warunki na jego brzegach, dla
ustalonych liczb ug i upg.

Réwnanie (6) jest rownaniem nalezacym do mechaniki klasycznej w przebraniu,
poniewaz réwnanie

) il

opisuje ruch ciala o masie m w polu sil f, w przedziale czasu A < t < B,
z zadanymi polozeniami poczatkowym x4 oraz koncowym xp.

= f(z(t)), A<t<B, 2(A)==x4, x(B)=uzp

W mechanice klasycznej Newtona réwnanie (7)) uzupelnione jest zwykle
podaniem warunkéw poczatkowych postaci z(A) = x4, d—f(A) =y, to
znaczy podaniem polozenia i predkosci ciala w chwili A. Otrzymujemy wtedy
zagadnienie poczgtkowe:

d*x(t dz
(8) dtg) = f(z(t)), A<t<B, 2(A) =2x4, —t(A):vA.

Zagadnienie poczgtkowe zgodne jest z zasadq przyczynowosci w fizyce,

ktora méwi, ze przyczyna zawsze poprzedza skutek. Majac prawo ruchu

i warunki poczgtkowe w chwili A, chcemy wyznaczy¢ trajektorie ruchu z(t) na
przedziale (A, B).

Warto zauwazy¢, ze rownanie Newtona jest odwracalne w czasie, tzn. nie
zmienia sie, gdy odwrécimy czas, z t na —t. Aby sie o tym przekonaé¢, rozwazmy
razem z problemem (8)) problem

ddgigt) — f(#(t)), A<t<B, #A) =az(B), %(A) _ ‘dmf)v

ktérego rozwiazanie Z(t) = x(A + B —t) jest wyznaczone na przedziale (A4, B).
Opisuje ono te sama droge, tylko w odwrotnym kierunku i z wektorami
predkosci przeciwnie skierowanymi.

Tkwi w tym pewien dylemat opisu rzeczywistosci, dotyczacy fundamentalnych
probleméw fizyki: strzalki czasu, proceséw nieodwracalnych, demona Maxwella
i rosnacej entropii. Wiele razy chcielibySmy odwréci¢ czas tylko na chwile,
»puscié film do tylu”, aby rozbity wazon w catosci wrécil na swoje miejsce. . .
Jest to praktycznie niemozliwe, ale rownania Newtona o tym nie méwia.

Sformulowanie wariacyjne i jego interpretacje. Zagadnienie brzegowe (/6]
mozemy interpretowa¢ nastepujaco. Mamy prawo ruchu i zadane dwa punkty
(A,ua) i (B,up) w przestrzeni (z,u). Chcemy wyznaczy¢ trajektorie u(zx)
spelniajaca réwnanie rézniczkowe (6) i taczaca te punkty, tzn. aby u(A4) = ua
iu(B)=up, A<z < B (rys. 7).

Okazuje sig, ze rozwiazanie u zagadnienia (6) minimalizuje wyrazenie

B

B
Fu) :/;‘dz(;)‘de—&-A/f(x)u(x)dx.

A

Oznacza to, ze dla wszystkich funkcji v(z) spelniajacych warunki brzegowe
v(A) = ua,v(B) = up na koncach przedziatu (A, B)

F(v) =2 F(u),

gdzie funkcja u(x) jest rozwiazaniem zagadnienia (6)).
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Odpowiedzi do wyzwan z konca
artykutu Byle nie dodawaé (s. |12
. P(n)
. P4(’I’L)
. P5(’I’L)
. 2T (n)
. $P(2n) — T(n) albo
T(2n) —4P(n) 4+ T(n)

U W N

Wielki Projektant moze tu np. uosabiaé
arystotelesowska metafizyczna pierwszq
przyczyne, w odréznieniu od przyczyny
wtornej, fizycznej. Réznice miedzy nimi
pieknie ilustruje nastepujaca historyjka.
Mama data cérce chleb, aby poszta
nakarmi¢ rybki w stawie. Rybki widzialy,
jak dziewczynka wrzuca okruchy do wody,
ale nie mogly wiedzied, ze zostaly
nakarmione na prosbe jej matki. Pytanie:
kto nakarmil rybki? Czy mozemy byé
pewni, ze sami nie znajdujemy si¢

w polozeniu rybek?
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Rozwazmy szkolne zadanie ruchu w pionie w polu grawitacyjnym Ziemi
(np. badamy ruch podrzuconej pitki). Jesli 0§ Oz jest skierowana do gory, to
funkcje f reprezentuje liczba —myg, gdzie g jest stala grawitacji.

7 tego, co powiedzieliémy WyZej, trajektoria ruchu minimalizuje wyrazenie

F(x) :/ /mgx t)dt —/{%’dz(tt) ‘2 —mgm(t)}dt,

dr(t) 2 . . . . . .
|* jest energia kinetyczna, a mgz energia potencjalna poruszajacego

gdzie 3| =5
sie ciala.

Jesli g = 0, to ruch od punktu x4 do punktu zp odbywa sie po prostej taczacej
te punkty ze stala predkoécia, co jest zgodne z pierwszym prawem Newtona
moéwiacym, ze kazdy obiekt pozostanie w spoczynku lub w ruchu jednostajnym
po linii prostej, chyba Ze zostanie zmuszony do zmiany swojego stanu przez
dziatanie sily zewnetrznej. Ta tendencja do przeciwstawiania si¢ zmianom stanu
ruchu nazywana jest bezwladnos$cig, a prawo to jest rowniez nazywane prawem
bezwladnosci.

W $wietle powyzszego zauwazmy, ze druga zasade ruchu w mechanice Newtona
mozna sformutowaé jako zasade najmniejszego dzialania: $rednia energia
kinetyczna pomniejszona o sSrednig energie potencjalng jest mozliwie najmniejsza
na drodze obiektu biegngcego z jednego punktu do drugiego.

W szczegoblnosei pierwsza i druga zasada ruchu wynikaja z zasady najmniejszego
dzialania.

Zauwazmy co$ dziwnego. Zasada najmniejszego dziatania glosi w szczegdlnodci,
ze wybér punktu poczatkowego x(A) = x4 i docelowego x(B) = xp wyznacza
droge ciala w przedziale czasu (A, B). Wydaje sie, ze jest to sprzeczne z prawem
przyczynowosci.

Kiedy znajdziemy z(t) rozwiagzujace problem (7)), obliczymy wyrazenie

‘é—‘f(A) = v4, a nastepnie rozwiazemy problem (8), to rozwiazanie drugiego
problemu bedzie pokrywaé sie z rozwiazaniem pierwszego. Mozemy o tym my$leé
w nastepujacy sposéb: wybér punktu docelowego xp w chwili B wyznacza
wlasciwa predkosé vy we wezesniejszej chwili A.

Istotnie, tkwi tu pewna tajemnica — w jaki sposéb cialo ,wybiera” rzeczywista
Sciezke spoérod wszystkich mozliwosci ruchu lub dlaczego rzeczywista historia
wymaga minimalnego dzialania.

7 drugiej strony mozemy uznac za rzecz naturalna owo nieprzyczynowe
wyjasnienie praw mechaniki i nazwaé je wyjasnieniem poprzez wiezy
[Mréwezynski, 1991], [Lange, 2017], [Glick, 2023]. Nalezy pamietaé, ze zasada
przyczynowosci nie jest jakas prawda absolutna, a zaledwie uzytecznym
paradygmatem, od dawna uwazanym za tajemniczy i zagadkowy — samo
zdefiniowanie pojecia ,przyczyny” sprawia trudnosci — a obecnie coraz bardziej
uwierajacym w fizyce.

Problem zasady najmniejszego dzialania (w fizyce i nie tylko tam) byt i wciaz
jest dyskutowany przez najwybitniejszych uczonych i filozofow. Matematyk moze
powiedzieé, ze sformulowanie wariacyjne jest tylko jednym z réwnowaznych
sformutowan praw dynamiki, fizyk moze broni¢ zasady najmniejszego dzialania,
np. podajac jej wyjasnienia na gruncie fizyki kwantowej, inni widza w niej
niezbadane jeszcze prawa ekonomii przyrody czy celowosci przyrody lub
kryjacego sie za nia Wielkiego Projektanta.

Artykut rozpoczeliSmy od przedstawienia prostego hieroglifu Au = f
ukrywajacego w sobie réwnanie rézniczkowe. Ledwie tylko wniknawszy w jego
glab, napotkaliSmy zagadnienia nalezace do trzech dziedzin: matematyki,
fizyki i filozofii nauki. Nasz hieroglif naprowadzil nas na pytania dotyczace
ich interpretacji i wzajemnych powiazan, inspirujac do poszerzenia spojrzenia
i dalszych poszukiwan, albowiem: Wiecej jest rzeczy na niebie i na ziemd,
Horacy, niz te wyobrazalne w twojej filozofii.
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