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DIMOZESA

TozsamosSci algebraiczne
Bartlomiej BZDEGA

Tozsamosé algebraiczna to réwno$é dwéch wyrazen algebraicznych. Najbardziej
znanymi przykltadami tozsamosci algebraicznych sg wzory skroconego mnozenia.
O pewnych szczegdlnych tozsamosciach algebraicznych, zwiazanych z suma
trzech sze$cianéw, pisatem juz w kaciku nr 13 w Al

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Znanymi przykladami sa réwniez: tozsamosé Diofantosa (znana tez jako
tozsamo$¢ Brahmagupty—Fibonacciego)

(a® + %) (c* + d*) = (ac + bd)* + (ad — be)?
oraz tozsamo$¢ Sophie Germain
ot 4+ Ayt = (22 — 22y + 2¢7) (2® + 22y + 2¢7).

Obu tym tozsamo$ciom poswiecono artykuly w gazetce Kwadrat, w numerach,
odpowiednio, 2 i 16.

W niektorych zadaniach, jakie tu przedstawiam, wystarczy skorzystaé z gotowej,
mniej lub bardziej znanej tozsamosci. W innych — trzeba taka tozsamo$é¢ odkryc¢.

Przyklad 1. Liczby wymierne x,y, z # 0 spelniaja réwnosé % + % + % =0.

Wykazaé, ze 22 + y? + 22 jest kwadratem liczby wymierne;j.

Rozwigzanie. Mnozac réwnoséé % + i + % = 0 przez zyz, otrzymujemy
zy + yz + zxz = 0. W takim razie

Pyt =2y 4 2y 4 2y 4 222 = (4 y + 2)°

Przyktlad 2. Dowiesé, ze iloczyn czterech kolejnych liczb catkowitych
powiekszony o 1 jest kwadratem liczby catkowitej.

Rozwigzanie. Chcemy udowodnié, ze dla pewnego catkowitego k zachodzi
rownosé
n(n+1)(n+2)(n+3)+1 =k

Poniewaz k? — 1 = (k — 1)(k + 1), musimy zapisa¢ n(n + 1)(n + 2)(n + 3)
jako iloczyn dwéch liczb rézniacych sie o 2. Po chwili odkrywamy, ze
n(n+3) =n?+3n oraz (n+1)(n +2) =n? +3n + 2.

Zadania

1. Dane sa takie liczby rzeczywiste x i y, ze liczby « + y i 22 + 32 s wymierne.
Udowodni¢, ze dla kazdego catkowitego dodatniego n liczba x™ + y™ jest
wymierna.

2. Liczby rzeczywiste z, y, z spelniaja réwnosé¢ zy? + yz2 + za? = 22y + y?2 + 2.
Wykazaé, ze pewne dwie sposrdd liczb z, y, z sa réwne.

3. Niech a, b, ¢ beda trzema réznymi liczbami rzeczywistymi. Wykazacé, ze jesli
pewne dwie sposrdd liczb

a+b b+c c+a
a?4+ab+0b2" b2+bc+c?2’ 2+ ca+a?
sa rOéwne, to wszystkie te trzy liczby sa réwne (68 OM).

4. Liczby caltkowite a, b, c maja sume réwna 0. Udowodnié, ze 5abe | a® + b + 5.
5. Dane sg liczby catkowite a, b, ¢ oraz liczba pierwsza p # 5, dzielaca a + b+ ¢
oraz a® 4+ b® + c°. Udowodnié, ze co najmniej jedna z liczb: a? + b + ¢2 lub

a® + b% + ¢ dzieli sie przez p (61 OM).

6. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita dodatnia. Udowodnié, ze 24"+2 4 1 = abc
dla pewnych liczb naturalnych a,b,c > 1.

7. Niech a1 < as < ... < a, oraz
1 A 4 A,
(r+a)(z+a)...(x+a,) x+a x+as " r+a,

Dowieéé, ze liczby Aq, Ao, ..

., A, sa kolejno, na zmiane, dodatnie i ujemne.
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