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Rys. 1. Muszkieter A widzi
muszkietera B, jednak nie widzi
muszkietera C, gdyz przeszkadza mu
w tym punkt (2,2)

Czytelnicy, ktérzy wprowadzone nazwy
punktéw uznaja za nienaturalne,
zdecydowanie powinni uzupelnié¢ swoja
wiedze¢ na temat muszkieteréw.

Dla k = 2 w kwestii wspomnianej
niezaleznoéci odsytamy jeszcze raz do
artykulu w A;g, a po Sciste obliczenie
prawdopodobienstwa do ksiazki

T.M. Apostola, Introduction to Analytic
Number Theory, str. 62—64.

Kilku muszkieterow
Mariusz SKAELBA*

Ten artykul jest niezamierzona trzecig czesScig mimowolnej trylogii o punktach
kratowych. Jak wiadomo, muszkieterowie, aby dobrze wspotdziatac,

musza sie wzajemnie bacznie i nieustannie obserwowaé. Zyja oni na kracie
calkowitoliczbowej w punktach (m(lj),mgj)) dla j =1,2,...,k, gdzie k > 2 jest
liczba muszkieteréw. Muszkieterowie o numerach ji, jo widza sie wtedy i tylko
wtedy, gdy na odcinku miedzy nimi nie ma zadnego punktu kratowego (rys. 1),
to znaczy, gdy NWD(myZ) - m(ljl),méh) - m(le)) = 1. Dla k = 2 mozemy méwié
o muszkieterze i muszkieterce, co czyni cala sytuacje dodatkowo romantyczna.

W artykule Nigdy Cie nie zobacze (A33) rozpatrzyliémy dokladnie ten przypadek
i naszkicowaliémy rozumowanie prowadzace do obliczenia liczby 6/72 jako
prawdopodobienistwa (jakze pozytywnego!) zdarzenia, ze nasi bohaterowie maja
kontakt wzrokowy.

Wykazemy teraz, ze nie moze by¢ pieciu muszkieteréw. (Zrobimy to tylko
dlatego, ze jesteSmy matematykami i nie mozemy zy¢ bez wykazywania, bo czy
ktos styszal w ogéle o pieciu muszkieterach?) Zalézmy, ze dla j =1,2,3,4,5
dany jest punkt (mgj ), méj )) € Z?%. Kazdej liczbie calkowitej m przyporzadkujmy
reszte 0, gdy m jest parzysta, albo reszte 1, gdy m jest nieparzysta. Poniewaz sa
cztery mozliwe pary reszt, wiec istnieja j; # jo takie, ze odpowiadaja im te same
uktady reszt. Zatem obie liczby mgjz) -

osoby ji oraz jo nie widzg sie.

mgjl)jmgz) — mgjl) sa parzyste, czyli

Teraz rozwazymy wazny literacko przypadek k = 4. Jakie jest
prawdopodobienistwo, ze kazdy z muszkieteréw ma na oku wszystkich
pozostalych? Mozemy zalozyé, ze DAR = (0,0), natomiast AT, PO, AR to trzy
losowe punkty (m(lj), mgj)) € Z? dla j = 1,2,3. Jesli wszyscy sie widza, to dla
kazdej liczby pierwszej p zaden z wektordw:

(mV,m{), (mP,m?), (P, m$),

(3) (3) (2)) ( (3) 3) _ mél))
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(my” —my 7, my
nie sklada si¢ z obu liczb podzielnych przez p (gdyz wtedy odpowiedni
najwiekszy wspélny dzielnik bylby > p). Oznacza to dokladnie tyle, ze wektory

(m{",mM), (m> m$Py, (m®, md)

sa rézne od (0,0) mod p oraz sa parami rézne mod p. Zatem dla ustalonej liczby
pierwszej p rzeczone prawdopodobienstwo, ze wszyscy sie ,,p-widza”, wynosi

¥ - 1)(p* - 2)(p* - 3)
b
Poniewaz dla réznych p te zdarzenia sa jakby niezalezne (choé nie
potrafimy tego sformalizowaé dla zadnej liczby muszkieteréw > 2), wiec
prawdopodobienstwo, ze wszyscy sie widza, powinno wynosié¢ tyle:
I »?* - 1)(p* - 2)(p* - 3)

p6

~ 0,0246,

P
gdzie iloczyn nieskoniczony jest po wszystkich liczbach pierwszych p,
a przedstawiona przyblizona wartos¢ zostala wyznaczona na podstawie
poczatkowych 10% liczb pierwszych. Uzyliémy programu Mathematica do
wygenerowania 10° czworokatéw, przy czym kazdorazowo m,(j ) dla k = 1,2;
j =1,2,3 jest wybierana z rozktadu jednostajnego na zbiorze {1,2,3,...,10°}.
Wypadlo 24 862 czworokatéw takich, ze wszyscy sie widza.

Dla Czytelnikéw, ktérym nieobcea jest algebra liniowa, zaznaczmy jeszcze, ze
kazda macierz M wymiaru 2 X 2 o wyrazach catkowitych i wyznaczniku 1 opisuje
pewien uklad czterech muszkieterow, ktorzy sie wzajemnie widza. Jesli bowiem
ki, ko € Z? sa kolumnami macierzy M, to mozemy przyjac:

DAR = (0,0), AT =k, PO =ky, AR=Fk + ks.
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‘W 1906 roku Sierpinski ulepszyl jako
pierwszy oszacowanie Gaussa na liczbe
N (R) punktéw kratowych w kole

22 +y? < R?%: |N(R) — nR?| < CR?/3,
gdzie C jest stala dodatnig.

W oszacowaniu Gaussa wystepowal
wyktadnik 1 zamiast 2/3.

predkosé

odlegtosé

Krzywa rotacji typowej galaktyki
spiralnej: (A) obliczona na podstawie
obserwacji mas widocznych gwiazd,
(B) obserwowana.

Rozwigzania na str.

Z warunku det M = 1 oraz podstawowych wlasnosci wyznacznikéw wynika, ze
odpowiednie NWD sa réwne 1.

Odnosnie prawdopodobienstwa, ze losowy uktad trzech punktéw kratowych to
trzej muszkieterowie, to podobnie jak dla k = 4 przewidujemy, ze wynosi ono

2 —1)(p? -2
H—(p )gp ) ~ 0,196,
p
P
i znowu eksperymenty numeryczne to potwierdzaja. Nie potrafimy jednak
udowodni¢ nawet tego, ze dla k = 3,4 rzeczone prawdopodobienistwa istnieja.

To, ze w pozornie nieskomplikowanym éwiecie Z? dzieje sie wiele ciekawych
rzeczy, zauwazyl juz klasyk gatunku Waclaw Sierpinski w swojej popularne;j
ksiazeczce O stu prostych, ale trudnych zagadnieniach arytmetyki. Z pogranicza
geometrii i arytmetyki (Warszawa 1959). Nasza skromna kontrybucja jest
zaledwie wyrazem szczerego zachwytu i fascynacji.

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1801. Dany jest czworokat wypuklty ABCD, w ktérym AB = BC = CD = 4.
Punkty K i L sa wybrane, odpowiednio, na bokach AB i CD tak, ze

AK = DL = 1. Tréjkat AMD jest zbudowany na boku AD na zewnatrz
czworokata, a ponadto AM = M D = 2. Zalézmy, ze KL = 2. Udowodnié¢, ze
BM =CM.

M 1802. Komoérki tabeli n x n sa wypelnione znakami ,,+” i ,,—”. Podczas
ruchu mozna zmienié¢ wszystkie znaki w dowolnym wierszu lub kolumnie na
przeciwne. Wiadomo, ze startujac z poczatkowego uktadu, mozna w skonczenie
wielu ruchach zamieni¢ wszystkie znaki w tabeli na plusy. Udowodnié¢, ze mozna
to osiagnaé, wykonujac nie wiecej niz n ruchdw.

M 1803. Liczbe catkowita dodatnia nazwiemy prawie kwadratem, jesli mozna
ja przedstawié¢ jako iloczyn dwdéch liczb, ktdre réznig sie nie wiecej niz o 1%
wigkszej z nich. Udowodnié, Ze istnieje nieskonczenie wiele czworek kolejnych
liczb naturalnych bedacych prawie kwadratami.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1109. Krzywa rotacji galaktyki nazywany jest wykres zaleznosci orbitalnych
predkosci, v, widocznych gwiazd od ich odleglosci, r, od centrum galaktyki.
Obserwowane zaleznosci odbiegaja od obliczonych na podstawie rozkladu mas
widocznych gwiazd w galaktyce (rysunek). Dla wyjasnienia tej rozbieznosci
przyjmuje sie istnienie wewnatrz i wokoét galaktyk niewidocznej tzw. ciemnej
materii. Jak gesto$é, p, ciemnej materii powinna zmieniaé sie z odlegtoécia, r,
od centrum galaktyki w obszarze, w ktorym obserwowana predkos¢ ruchu
orbitalnego gwiazd nie zalezy od r? Przyjmij sferycznie symetryczny rozktad
masy ciemnej materii.

F 1110. Rowerzysta jedzie z prekoscia v po drodze pokrytej cienka warstwa
blota. Nad kolami wyscigowego roweru nie ma blotnikéw. Na jaka maksymalna
wysokos¢ moga wznosic sie czastki blota oderwane od kot roweru. Kola maja
promien R, przyspieszenie ziemskie réwne jest g. Opor powietrza pomijamy.
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