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Konstrukcje indukcyjne
Barttomiej BZDEGA

Jednym z najprostszych przykladow omawianych tu konstrukeji jest nastepujace
rozumowanie, znane juz Euklidesowi. Niech p1,po,...,p, beda réznymi liczbami
pierwszymi. Dowolny dzielnik pierwszy p,y1 liczby pips . ..p, + 1 jest rézny od
P1,D2, - - -, Pn- Mozemy w ten sposéb utworzy¢ nieskonczony ciag réznych liczb
pierwszych.

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

Ogdlna idea jest nastepujaca. Majac juz obiekty Aj, Ao, ..., A,, uzywamy ich
w jakis sposéb do skonstruowania kolejnego obiektu A, 1. Tymi obiektami
mogg by¢ liczby, ale réwniez zbiory, funkcje, konfiguracje geometryczne badz
kombinatoryczne i wiele innych.

Jako dodatkowe przyktady podam tu dwa zadania, ktore ukazaly sie juz
w kaciku numer 7 (Ay), poswieconemu indukcji.

Przyktad 1. Dla kazdego calkowitego dodatniego n istnieje n-cyfrowa
wielokrotnos¢ liczby 2™, w ktérej zapisie nie ma innych cyfr niz 1 i 2.

Rozwigzanie. Powiedzmy, ze dla pewnego n znamy juz szukana liczbe a,,.
Wykazemy, ze mozemy przyjaé any1 = an + 10" lub ap41 = an +2-10™. Sa to
liczby (n + 1)-cyfrowe powstale przez dopisanie na poczatku zapisu dziesietnego
liczby a,, cyfry 1 lub 2. Zapiszmy a,, = k- 2™ dla pewnego naturalnego k. Wéwczas

an + 10" = (k +5") - 27, an +2-10" = (k+2-5%) 2™
Jedli k jest liczba nieparzysta, to pierwsza z powyzszych liczb dzieli sie
przez 2"+ a jedli parzysta — druga. Konstrukeje rozpoczynamy od a; = 2.

Przyktad 2. Dla kazdej liczby naturalnej n > 7 mozna tak umiesci¢ na okregu
liczby od 1 do n, by warto$¢ bezwzgledna réznicy sasiednich liczb zawsze byla
kwadratem liczby naturalne;j.

Rozwigzanie. Wykazemy mocniejsza teze — mozna to zrobi¢ tak, by dodatkowo
liczby n i n — 1 sasiadowaly. Jesli znamy takie rozmieszczenie dla n liczb, to
mozemy latwo otrzymaé¢ analogiczne dla n + 3 liczb — wystarczy pomiedzy n
in— 1 wpisaé kolejno: n+ 1, n + 2, n 4+ 3. Aby dokoniczy¢ dowdd, trzeba jeszcze
podaé konstrukcje dla n = 7,8,9. Sa one nastepujace:

7,6,2,1,5,4,3; 8,7,6,5,1,2,3,4; 9,8,4,3,7,6,2,1,5.
Bardzo istotne jest, by oprocz kroku indukcyjnego konstrukcji sformutowaé
i uzasadni¢ odpowiednie warunki poczatkowe, gwarantujace, ze dane obiekty
istnieja dla kazdego n, ktore nas interesuje.

Zadania

1. Udowodnié, ze dla n > 1 w wyrazeniu 0 + 1 + 2 4 ... + n mozna zamieni¢
niektére ze znakéw + na — w taki sposéb, by jego wartos¢ byla réwna 0 lub 1.

2. Dowie$é, ze dla kazdego naturalnego n > 2 istnieje wieloScian wypukly, ktorego
$cianami sa: jeden kwadrat i 2n trojkatéw rozwartokatnych.

3. Dane sg wektory ¢, ¥, U3, . . ., kazdy o dlugosci 1. Udowodnié, ze istnieja liczby
€1,€2,€3,... ze zbioru {—1,1} o tej wlasnosci, ze dla kazdego calkowitego
dodatniego n zachodzi nieréwno$é |e177 + e2ts + . . . + €,0,| < V7.

4. Wykazaé, ze istnieje ciag liczb calkowitych dodatnich, w ktérym kazda
liczba catkowita dodatnia wystepuje dokladnie raz, a przy tym kazdy wyraz,
poczawszy od drugiego, jest dzielnikiem lub wielokrotnoscia poprzedniego
wyrazu (II WLM).

5. Udowodnié¢, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 3 istnieja dwa rozlaczne
n-elementowe zbiory, A i B, zawierajace wylacznie liczby caltkowite dodatnie
spelniajace nastepujacy warunek: sumy wszystkich elementéw w zbiorach A
i B sg rowne oraz iloczyny wszystkich elementéw w zbiorach A i B sa réwne
(LXI OM).

6. Dowiesé, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n-elementowy zbiér A
liczb catkowitych dodatnich o nastepujacej wlasnoéci: dla kazdych dwdéch
réznych elementéw a,b € A zachodzi réwno$é NwD(a, b) = |a — b| (XIV WLM).

7. Udowodnié, ze dla n > 12 istnieje permutacja (a1, as, ..., ay,) ciagu (1,2,...,n)
o nastepujacej wlasnosci: ay + k jest kwadratem liczby naturalnej dla kazdego
ke{l,2,...,n}.
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