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Uzyltem tu bardziej rozpoznawalnego
terminu — ,wynalezienie kota”, ale tak
naprawde chodzi o wynalezienie ost.

W starozytnym Egipcie, choé oficjalnie do
zapisywania liczb nie uzywano systemu
pozycyjnego, znano metody rachunkowe
oparte na zapisie binarnym.

O réznych cechach podzielno$ci
w systemie dziesigtnym pisal

Pawel Bielinski w |A37l

Ponizej 6 pierwszych cyfr rozwinigcia
liczby m w systemach pozycyjnych od 2
do 12: 11,001001..
10,010211. ..
3,021003. ..
3,032322. ..
3,050330. ..
3,066365 . ..
3,110375. ..
3,124188 ..
3,141592 ..
3,161507 ..
3,184809. .

Zwolennicy stosowania systemu
dwunastkowego (prawdopodobnie
najbardziej praktycznego, taczacego wciagz
niewielka liczbe cyfr i mnogoéé¢ dzielnikéow
podstawy) maja swoje amerykanskie
stowarzyszenie: https://dozenal.org/
Znalazloby si¢ tez pewnie stowarzyszenie
na rzecz odrzucenia ukladu klawiatury
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Niespotykane pozycje Piotr PIKUL*

Pozycyjny system zapisywania liczb uchodzi za najwieksze osiagniecie
matematyki w ogdle — arytmetyczny odpowiednik wynalezienia kola. Latwosé
prowadzenia rachunkéw niewatpliwie popchneta cywilizacje do przodu.

Tzw. dziatania pisemne sa prawdopodobnie pierwszymi abstrakcyjnymi
algorytmami, jakie wspélczesny cztowiek poznaje w swoim zyciu! Dla (zbyt)
wielu ludzi moze to by¢ gléwne skojarzenie z hastem ,,matematyka”.

Pomimo tego wzniostego wstepu Czytelnik moze mie¢ wrazenie, ze zapis
pozycyjny nie kryje w sobie zadnych wielkich tajemnic. Mamy 10 symboli (cyfr)
dla liczb od 0 do 9 = 10 — 1 i kolejne wartosci w zapisanym ciagu (czytajac od
prawej) mnozymy przez kolejne potegi liczby 10 (podstawy systemu): 1, 10,

100 itd. Mozemy wprawdzie wybra¢ innag podstawe niz powszechnie stosowane 10
i otrzymac nieco mylace zapisy, np. 101 oznaczajace 5 w systemie binarnym

(o podstawie 2) lub 2103 = 2119 (liczba w indeksie dolnym oznacza podstawe
systemu), ale co to za ciekawostka... Oprocz samej znakowej reprezentacji
liczb, wraz ze zmiana podstawy zmieniaja sie takze charakteryzacje podzielnosci.
Na przyklad w systemie széstkowym podzielnoéé jakiejs liczby przez 5 jest
réwnowazna podzielnoéci sumy jej cyfr przez 5. W systemie dziesigtnym dziata
tak trojka i dziewigtka. Zawsze ,najwieksza cyfra” jest zwiazana z cecha
podzielnosci, poniewaz suma cyfr przy podstawie d przystaje do samej liczby
modulo (d —1): Y ¢;d? — Y ¢;17 =(d—1) > ¢j(1+...+d ). Oznacza to,

ze przejécie do sumy cyfr zachowuje nie tylko sama podzielnosé, ale ogdlniej —
reszte z dzielenia. Uniwersalny schemat wystepuje rowniez dla k dzielacego d™:
aby sprawdzi¢ podzielno$é przez k, sprawdzamy podzielnosé liczby ztozonej

z ostatnich n cyfr (czyli cyfr najmniej znaczacych). ,U nas” te wlasnos$é
wspomina sie gléwnie dla 2, 5, 4 1 8. Szczegdlnym przypadkiem jest takze
podzielno$é przez potegi 10 (zauwazmy, ze nie ma tu znaczenia podstawa, czyli
to, ile wladciwie wynosi ,,107). Istnieje wiecej interesujacych cech podzielnosei
zwiazanych z zapisem dziesigtnym (np. liczba jest podzielna przez 11, gdy
réznica sum cyfr na parzystych i nieparzystych pozycjach jest podzielna

przez 11) i pewnie jeszcze wiecej przy innych podstawach, ale wcale nie o tym
jest ten artykut.

Wybér podstawy systemu zmienia tez radykalnie sytuacje zapisu liczb
niecatkowitych. Jak wiadomo, rozwiniecie liczby wymiernej jest skonczone wtedy
i tylko wtedy, gdy mianownik dzieli d" dla pewnego n > 1. W przeciwnym
wypadku jest nie skoniczone, ale okresowe (od pewnego miejsca). Poniewaz
podstawa dziesieé¢ jest uboga w dzielniki pierwsze (choé¢ moglo byé gorzej),
takie podstawowe liczby jak % lub é maja brzydkg postaé dziesietna. W systemie
szostkowym malte utamki proste przyjmuja postaé % = 0,36, % =0,2¢, i = 0,13,
é =0,(1)s, % =0,1¢, % = 0,(05) ¢. Nie mamy skoriczonego rozwinigcia %, ale
by¢ moze dzielenie czego$ na pieé czesci bytoby o wiele mniej modne, gdybysmy
nie uzywali systemu dziesietnego. .. Nie bedziemy sie¢ tu jednak rozwodzi¢ nad
wyborem podstawy systemu. Uniwersalng wada systeméw o innej podstawie niz
10 jest problem z odczytywaniem (nazywaniem) tak zapisanych liczb — dziesietny
zapis zakorzenil sie bardzo mocno w znacznej czesci wspdlezesnych jezykow.

To bylo przypomnienie podstawowych faktéw o normalnych systemach
pozycyjnych, w ktérych cyfry reprezentuja mozliwe reszty z dzielenia przez
caltkowita podstawe d > 1, czyli wartosci 0,1,...,d — 1. Liczby ujemne oznaczamy
dodatkowym znakiem minus. Poza takimi prostymi uogdlnieniami systemu
dziesietnego istnieja warianty nieco bardziej oryginalne, i to wlaénie im sie
przyjrzyjmy.

Informatycy z pewnoscig kojarza ,,kod uzupelnienn do dwéch”, powszechnie
stosowany do reprezentacji liczb catkowitych w komputerach. Ustalamy liczbe
cyfr (bitéw) i najwyzszy rzad uznajemy za ujemny. Na przyklad dla 8 bitéw
liczba 10111111 jest réwna —128 + 63 = —65 (pierwsza cyfra oznacza —27,

a kolejne juz +2°¢, 425 itd. az do 2° = 1). Okazuje sie, ze standardowe, ,pisemne”
dziatania na takich liczbach funkcjonuja zupelnie poprawnie tak dlugo, jak
wynik miesci sie w ograniczonym przedziale wartosci (trudno o poprawny
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https://deltami.edu.pl/2021/11/blokowe-cechy-podzielnosci/
https://dozenal.org/

To tylko cze$é argumentu za
poprawnoscig dzialan w kodzie
uzupelnien. Nie bedziemy tu jednak
rozpisywacé si¢ o wlasnosciach dzialan
modulo.

Algorytm zapisu a przy podstawie d
w pigulce: niech ag = a oraz
a; = dai+1 + ¢;, gdzie 0 < ¢; < d,

1=0,1,2,... (dzielimy z reszty przez d).

Wéwezas a = (cgCr—1 ... €1¢0)d, gdzie
k jest najmniejszym indeksem
spelniajacym ar41 = 0.

Prawie kazdy system pozycyjny (kod
uzupelnieri nie do korica tutaj pasuje)
uzywa tego samego algorytmu konwersji.
Modyfikacje polegajg na stosowaniu
mniej naturalnego zestawu reszt lub
wlasnie ujemnej podstawy.

wynik, kiedy nie da si¢ go zapisaé). Zauwazmy, ze aby zakodowaé liczbe a < 0,
ustawiamy bit o wartoéci —2F~! na 1, a pozostale bity koduja wartoéé¢ a —
(—2F=1) = a + 2F~1. Tym samym caloé liczby a zapisanej w kodzie uzupeknien,
kiedy ja odczytamy w zwyklym systemie binarnym, bedzie miala wartosé

2k=1 4 2k=1 4 ¢ = 2% 4 a, czyli modulo 2% (a tak dzialaja pisemne dziatania

na k bitach) nadal pracujemy z liczba a zapisana binarnie!

Co ciekawe, przy podstawie wiekszej niz 2 to podejscie juz nie dziala. Gdyby
byto inaczej, to rozwazajac zapis dziesietny z trzema cyframi, przy czym trzecia
cyfra ,ujemna”, mieliby$my: (—1) - (—1) = 199,10 - 199410 = [39]601,10 = (—599)!
W ogélnosci liczbe a < 0 kodowalibyémy teraz jako —10F~1 oraz 10*~! + a, co
po odczytaniu z pominieciem minusa przy najstarszej cyfrze daje 2- 1051 + a

i nie przystaje do a modulo 10*, czego potrzebujemy, aby stosowaé¢ standardowe
dziatania dziesietne. Aby uzyskaé¢ dziesietny system uzupelnien pozbawiony

tej wady, powinnidmy od standardowej interpretacji zapisu k-cyfrowego
odejmowaé 10, jedli wiodaca cyfra jest wieksza od 4. Przykladowe mnozenie
wyglada nastepujaco: (—1) - (—499) = 999y10 - 501y10 = [500]499y10 = 499.

Kod uzupelnien, pomimo swoich praktycznych zastosowan, w teorii jest
y2utomny”, poniewaz opisuje jedynie skonczony zakres liczb catkowitych. Okazuje
sie jednak, ze koncepcje ,,ujemnych rzedéw” mozna zaprzac do pracy na calym
zbiorze liczb catkowitych. Pozostajac przy dwoch cyfrach, mozemy rozwazy¢
system minus dwdjkowy (zwany tez negabinarnym), czyli taki, w ktérym
nieparzyste rzedy sa ujemne (rzad jedno$ci ma numer 0, odpowiadajac potedze
zerowej) i nadal uzywamy cyfr 0 i 1. Poczatkowe liczby naturalne wygladaja

w tym systemie nastepujaco:

>0[0, 1,110, 111, 100, 101, 11010, 11011, 11000, 11001, 11110, ...
<0 11, 10, 1101, 1100, 1111, 1110, 1001, 1000, 1011, 1010, ...

Liczba cyfr rosnie jeszcze szybciej niz w systemie binarnym, gdyz tylko zapis
nieparzystej dlugoséci koduje wartoéci dodatnie. Jesli spojrzymy na zapis

liczb ujemnych, zwiazek pomiedzy liczbami wzajemnie przeciwnymi moze
wydaé sie nieczytelny. Procedura zamiany znaku jest jednak do$¢ prosta (choé
oczywiscie nie az tak prosta jak podmiana jednego symbolu na poczatku liczby):
przegladamy zapis od prawej do lewej i zastepujemy cyfry wedtug schematu 0 — 0,
11 + 01 oraz 01 — 11 (jesli zostaniemy z wiodaca jedynka, mozemy oczywiscie po
jej lewej stronie dopisaé zero i skorzystaé z ostatniego przeksztalcenia).

Algorytm konwersji liczby na zapis negabinarny (lub o innej ujemnej podstawie)
jest taki sam jak dla podstawy dodatniej, tylko nalezy pamigtac, ze dzielimy
przez liczbe ujemna (podstawe), ale rozwazamy reszty nieujemne. Na przyklad
dla 9 zaczynamy od reszty 1 (z dzielenia przez —2), pozostale +8 dzielimy
przez —2. Powstale —4 daje reszte 0, a po podzieleniu zostaje +2, ktore
rowniez daje reszte 0. Kolejne dzielenie daje wynik —1, czyli po odjeciu reszty 1
otrzymujemy —2 do podzielenia, i na koniec zostaje 1. Zapisujac wszystkie reszty
w odwrotnej kolejnosci (pierwsza otrzymana reszta to oczywiscie cyfra jednosci),
otrzymujemy 9 = 11001 (_g).

Zauwazmy, ze wykonujac dzialania minusdwdjkowe, w razie przepelnienia

do nastepnego rzedu przenosimy —1. A z kolei —1 wymaga zapisania 1

i przeniesienia +1. Przeanalizowanie wszystkich niespodzianek zwiazanych

z dzialaniami minusdwojkowymi pozostawiam Czytelnikom Zainteresowanym.
Niewatpliwie pewna trudnosé¢ w poréwnywaniu wartosci zapisanych nagabinarnie
komplikuje algorytm dzielenia, zwlaszcza gdy sprobujemy dzieli¢ liczby réznych
znakéw.

Choé¢ system minusdwéjkowy nalezy do najpopularniejszych systeméw o ujemne;j
podstawie, mozemy tez wzia¢ na warsztat podstawe —10 (aby nie porzucaé
kompletu cyfr dziesietnych). W takim systemie liczba 10 bedzie trzycyfrowa,

w koricu ,,10” musi oznaczaé podstawe systemu, czyli —10.

Skoro liczby ujemne sprawdzaja sie jako podstawy systeméw liczbowych, to
moze rownie dobrym pomystem mogltyby byé ujemne cyfry? Najpopularniejszym
tego typu systemem jest trajkowy system zréwnowazony, ktéry uzywa podstawy
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Zwyczajowo jako cyfr w tréjkowym
systemie zréwnowazonym uzywa sie +, 0
i —, ale znaki dzialan moga si¢ jeszcze
przydaé¢. Czasem zamiast ,nedej” uzywa
si¢ takze znakéw ,T” lub ,,0”.

Zmiana znaku jest tak prosta, ze
wszystkie odejmowania w systemie
zréwnowazonym bede zapisywal jako
dodawanie.

1717111
10710007 :11°7
+T71
=701
+11°7
=100
+TT11
=T10
+1171
1110
+ TT1
=011T°T
+771
=0

W standardowych systemach pozycyjnych
liczby calkowite posiadajg alternatywne
reprezentacje z nieskonczonym
rozwinigciem po przecinku. Na przyktad
0,9999...10=1

A tak wyglada zréwnowazone rozwinigcie
tréjkowe liczby 7 10,011T111700070 . . .

W ,nedejowanym systemie dziesietnym”
wyglada ono zbyt zwyczajnie, aby si¢ nim
tutaj chwalié. ..

trzy, ale cyfry maja wartosci +1, 0 oraz —1. Na minus jedynke w tym zapisie
proponuje ,,cyfre nedej”: T. Poczatkowe liczby naturalne zapisujemy jako

0, 1, 1T, 10, 11, 1TT, 170, 107, 100, 101, 117, 110, 111, 1TTT, 1770, ...
Majac ujemne cyfry, nie musimy stosowac¢ znaku ,,—”. Podobnie jak w kodzie
uzupelnien, znak liczby determinuje wiodaca cyfra — wartosci ujemne zaczynaja
sie od nedej. Tym razem nie jesteSmy jednak ograniczeni do ustalonej z gory
liczby cyfr. Podobnie jak w klasycznym systemie trojkowym, parzystosé jest taka
sama jak parzystosé sumy cyfr. Aby ja wyznaczy¢, wystarczy zatem policzyé
niezerowe cyfry. Gdyby upiera¢ si¢ przy ograniczeniu do liczb dodatnich, mozna
by pomija¢ przy zapisie poczatkowa jedynke — jaka by to byla oszczednosé!

Dodawanie, odejmowanie i mnozenie w systemie zréwnowazonym zachowuje

sie ,,normalnie”, jedli za normalne uznajemy przenoszenie do kolejnego rzedu
cyfry ujemnej (mozemy przeniesé kazda z trzech cyfr). W szczegdlnosci,
dodajac do siebie dwie jedynki, zapisujemy nedej i przenosimy jedynke na

lewo. Nieco zaskakujace rzeczy dzieja sie przy dzieleniu. Na poczatku system
jest zachecajacy, dzieki malo wymagajacej tabliczce mnozenia. Pojawia sie
jednak drobna kontrowersja dotyczaca poréwnywania liczb. Aby zobrazowac

te ,,osobliwo$ci”, podzielmy 2024 przez 11. Odnosne liczby zapisujemy jako
10710007 oraz 11T. Bierzemy pierwsze trzy cyfry i wykonujemy odejmowanie
(czyli dodawanie liczby przeciwnej): 10T + TT1 = 10. Zapisujemy cyfre wyniku 1
(wynik powinien byé¢ dodatni, wiec wszystko idzie zgodnie z planem). Teraz
liczba zaczyna si¢ od nedej, wigc zmieniamy znak (dopisujemy do wyniku T):
101 + 11T = 10. Nadal wszystko jest w porzadku. W kolejnym kroku obliczamy
100 4+ 171 = T71. Teraz trzy pierwsze cyfry to 710 = —6, co do modutu mniejsze
od 11. Nadgorliwy rachmistrz poczulby potrzebe zwiekszenia liczby cyfr, czyli
»opuszczenia” cyfry 0 i obliczenia 7100 + 11T = T17T. ,,Opuszczajac” teraz cyfre T,
dostaniemy T1TT do podzielenia przez 117, czyli mamy problem. Okazuje sie, ze
nalezalo mimo wszystko wykonaé¢ odejmowanie —6 + 11 = 5. Wtasciwie to juz
na poczatku liczyliSmy 8 — 11 = —3, wiec troche za p6zno na zdziwienie. Cale
dzielenie jest rozpisane na marginesie. Czytelnik moze na wlasna reke opisaé
szezeglly tego algorytmu (czym sie rézni od ,zwyklego” dzielenia pisemnego)

i uzasadni¢, dlaczego dziata. Mozna sie zastanawia¢, jak nalezy interpretowad
yreszte” pozostajaca na koniec takiego dzielenia (z premedytacja wybratem
przyklad z ilorazem calkowitym). Prostym acz dobitnym przyktadem mozliwych
komplikacji jest proba podzielenia 13 przez 5.

Zapis utamkéw w systemie zréwnowazonym takze kryje w sobie niespodzianki.
Zauwazmy, ze ,maksymalny” ulamek, czyli 0,1111 ..., jest réwny » -, 3% = %
Oznacza to, ze zapis liczb spoza przedzialu [f%, +%] wymaga niezerowej cyfry
jednosci! Nie powinno to jednak dziwié, skoro zapis liczby 5 < 9 wymaga
uzycia rzedu dziewiatek (17T). Nie mamy tez jednoznaczno$ci zapisu, poniewaz
0,(1) = 1,(1). Co ciekawe, niejednoznacznosé dotyczy tylko liczb niecatkowitych
k+1/2
3

(doktadnie tych, ktére sa postaci dla pewnych ki n).

Ujemne cyfry mozna tez wykorzysta¢ w sposéb , niezréwnowazony”. Na przyklad
w systemie dziesietnym ,zastapié¢ cyfre 9 przez nedej” — wszystkie pozostale
cyfry zostaja nieujemne. Oddaje to pewns powszechng preferencje dotyczaca
znaku liczb. Liczbe dziewieé¢ zapisywaloby sie 1T i nazywalaby sie pewnie
,hedejnascie”. A z 90 zrobiloby sie ,sto nedejdziesiat”. Gdyby kogo$ gryzla
nazwa ,nedej”, moze rozwazy¢ okreslenia typu ,,za jeden dziesieé” i ,,za dziesie¢
sto”. Niezaleznie od gustéw widaé, ze ze wszystkich ,;szalonych” systemow

ten dos¢ tatwo zintegrowaé z polszczyzna. Latwo tez konwertowaé klasyczny
zapis dziesietny na ,nedejowany” — przechodzimy od prawej do lewej i kazda
dziewiatke zastepujemy przez nedej, dodajac jeden do kolejnego rzedu (moze
wystapié przeniesienie). W ramach ciekawostki mozna wspomnieé, ze cena 922
musiataby ustapi¢ 102 lub 1792,

Jedli Czytelnik doszed! do wniosku, ze teraz pewnie zaczne opowiadaé

o systemie, w ktérym wystepuje cyfra o wartosci %, a podstawa jest rowna T,

to znak, ze nabral juz pewnego wyczucia i rozpoznaje, jak dalekie uogdlnienia
znanego systemu dziesigtnego mozna poczyni¢. Utamkowe cyfry i podstawy to
jednak temat na (nie)calkowicie inna opowiesé.
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