Droga na skroty. Podzielg si¢ jeszcze jednym do punktéw o wspoirzednych biegunowych (o : 1)

rozwiazaniem. Ot6z styczng do okregu jest znacznie i (180° — a: 1), a nastepnie caloéé¢ rozciagamy
latwiej wyznaczy¢ niz styczna do innej elipsy: dwukrotnie. Jesli chcemy otrzymacé ten sam rysunek co
1% poprzednio, przyjmujemy « = arcsin(1/3) & 19°. Voila:
h \draw [xscale=2]

(0,0) circle [radius = 1]

(ax:1) —— (0,{1/sin(a)}) -- (180-a:1);
’ 4 Da sie lepiej? Na koniec mam dla Czytelnika pytanie:
A‘\ czy umiesz to zrobié jeszcze prosciej? Moze znasz
narzedzie komputerowe, w ktérym latwo jest modelowac
tréjwymiarowy stozek i narysowaé jego rzut? A moze
nie warto kombinowa¢? Po prostu narysujmy mniejszy
i smuklejszy stozek, uzywajac grubszej kreski! Jak
mawial moéj nauczyciel geometrii, , kazde trzy punkty sa
wspotliniowe, jesli prosta jest wystarczajaca gruba’.

Przyjmijmy, ze na okregu jednostkowym wybralidémy
punkt stycznosci P = (cos a, sin «), co we wspotrzednych
biegunowych wyraza sie po prostu jako (a : 1), i szukamy
punktu przeciecia V' stycznej z osia y. Rzut oka na katy
na rysunku méwi nam, ze V = (0, ).

’ sin o

Ale do czego ta obserwacja moze sie przydaé? Ot6z

elipse o pdtosiach 2 i 1 mozemy otrzymac, odpowiednio

rozciagajac okrag jednostkowy, lub $cidlej, dokonujac

skalowania w osi x. Przy takim przeksztalceniu styczna

do okregu przechodzi na stycznag do powstalej elipsy.

Tak sie sklada, ze TikZ pozwala na dowolne skalowanie \draw[line width=4]

obu osi, wiec wystarczy naprawde prosty kod. Oprocz (0,0) ellipse [x radius = 1.5, y radius = 0.6]
kola jednostkowego rysujemy odcinki z punktu (0, Si;a) (1.5,0) -- (0,3) -- (-1.5,0);

O konstruowaniu srodka okregu linijka
* Student, Wydzial Matematyki StCLnZSZCI,’U} MA JCHRZAK*

i Informatyki Uniwersytetu

Jagielloniskiego W artykule Prosto w srodek z A$s autor, Lukasz Rajkowski, pokazal, dlaczego
Laureat brazowego medalu w Konkursie srodk k r : ke t ’ .. 1 ie liniiki. Ni
Uczniowskich Prac z Matematyki im. srodka okregu nie mozna skonstruowaé przy uzyciu wylacznie linijki. Nie
Pawla Domaiiskiego w roku 2021 musi to by¢ jednak prawda, jesli na kartce oprécz okregu dane sa jeszcze inne

figury. Ponizej podamy sposéb na skonstruowanie $rodka okregu linijka w kilku
takich sytuacjach. Wczesniej musimy jednak przedstawié¢ pewne konstrukcje
pomocnicze. W kazdej z nich bedziemy postugiwaé sie wylacznie linijka.

Konstrukcja 1. Znajac pie¢ punktéw okregu w, skonstruowaé styczna do w
w jednym z tych punktéw.

Niech tymi punktami beda A, B, C, D, E. Przecinamy ABi CD w P, AC i BE
w Q oraz PQ i DE w R. Wéwczas prosta AR jest szukana styczng (rys. 1).

Podkres$lmy, ze do przeprowadzenia powyzszej konstrukcji nie potrzebowalismy
mie¢ narysowanego calego okregu w — wystarczylo tylko pie¢ znajdujacych sie
na nim punktéw. Uzasadnienie poprawnosci wymaga znajomosci twierdzenia
Pascala (patrz |Deltoid z A},). Zostawiamy je Czytelnikowi, podobnie jak
rozwigzanie nastepujacego problemu:

Konstrukcja 2. Znajac pie¢ punktéw okregu w, dla danej prostej ¢ przechodzacej
przez jeden z nich wyznaczy¢ drugi punkt przeciecia £ i w.

W przypadku probleméw ze znalezieniem rozwigzania polecam poszukaé go
w|AY-.| Jestedmy juz gotowi do znalezienia $rodka okregu sama linijka, jesli
mamy do dyspozycji jeszcze jeden, przecinajacy go okrag.

Konstrukcja 3. Skonstruowaé érodek jednego z dwéch okregéw majacych dwa
punkty wspdlne.

Oznaczmy te okregi przez wy i wo, a ich punkty przeciecia przez A i B.
Korzystajac z konstrukeji |1, konstruujemy styczna do w; w punkcie B

i przecinamy z we w C. Przez A rysujemy prosta, ktéra przecina wy; w D,
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Rys. 3

Czytelnikowi Zainteresowanemu tematem
biegunowych polecamy poswigcony im
Kagcik Poczgtkujgcego Olimpijczyka

w AéS.

Rys. 4

a we w E. Oznaczmy przez F' drugi punkt przecigcia prostej BD z ws. Na koniec
niech P bedzie przecieciem BC i EF, a () przecieciem BE i CF. Wowczas

XEFB=%BAD =180°— xDBA—- xADB =180° — xDBA — xABC = xCBF.

Oznacza to, ze EB = CF, a prosta PQ zawiera $rednice wy (rys. 2).
Po wybraniu innej prostej przechodzacej przez A skonstruujemy inng $rednice,
i w konsekwencji srodek ws.

Czytelnik z pewnoscig sam bez problemu wymy$li konstrukcje srodka okregu
przy zadanych dwéch okregach stycznych, a takze przy zadanych dwoéch
okregach wspétsrodkowych.

W kolejnych konstrukcjach przyda sie kilka pojec.

Rozwazmy okrag w i dowolny punkt P nielezacy na tym okregu. Przez punkt P
poprowadzmy dwie sieczne, ktore przecinaja w w A i B oraz C'i D. Niech proste
AD i BC przecinaja sie w Q, a AC' i BD przecinaja si¢ w R. Prosta QR bedziemy
nazywaé biegunowg punktu P wzgledem okregu w (rys. 3). Zauwazmy, ze moze

ona by¢ wyznaczona wylacznie przy uzyciu linijki, nawet jesli okrag w dany jest
tylko w pieciu punktach (w takim przypadku korzystamy z konstrukeji [2)).

Biegunowe maja liczne i uzyteczne wlasnosci. Na przyktad jesli P lezy na
zewnatrz w, to biegunowa P przechodzi przez punkty stycznosci prostych stycznych
do w przechodzacych przez P. Stad dla punktéw lezacych na okregu przyjmujemy,
ze biegunowa jest styczna w tym punkcie. Zatem, wyznaczajac biegunowa, mozemy
skonstruowaé styczna do okregu przechodzaca przez punkt na nim nielezacy.

Inng uzyteczng wlasnoscia jest fakt, ze kazda sieczna okregu w
przechodzaca przez P przecina w w takich punktach A, B oraz biegunowsa
P w takim Q, ze AB dzieli harmonicznie PQ, tzn. 42 = g—g. Czytelnik

BP
moze sprobowaé wymy$lié, jak podzieli¢ harmonicznie odcinek przy
uzyciu wylacznie linijki (podpowiedZ: warto przypomnieé sobie
twierdzenia Cevy i Menelaosa).

Kolejnym przydatnym obiektem bedzie pek okregow. Jest to rodzina
okregéw, ktéra jednoznacznie wyznaczaja dwa niewspétsrodkowe okregi.
Peki okregdéw maja taka wlasnosé, ze jesli dwa okregi nalezace do peku
przecinaja sie w dwéch punktach, to kazdy okrag z tego peku przechodzi
przez te dwa punkty (rys. 4), jesli sa styczne, to wszystkie sa do siebie
styczne w tym samym punkcie, oraz jesli si¢ nie przecinaja, to zadne
dwa sie nie przecinaja (rys. 5). Na potrzeby tego artykulu potraktujmy
peki okregéw jako ,,czarna skrzynke”, zainteresowanych szczegétami

odsytam do krétkiego tekstu w tym wydaniu Delty (s. 20), ktéry jest

im po$wiecony.

Zachodzi nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Biegunowe dowolnego punktu P wzgledem okregow
nalezgcych do jednego peku sq wspdlpekowe.

Punkt ten bedziemy nazywali biegunowo sprzezonym do punktu P wzgledem
odpowiedniego peku. Poniewaz pek jest wyznaczony przez dwa okregi,
mozemy tez méwi¢ o dwoch punktach sprzezonych wzgledem pary okregow.
Powyzsze twierdzenie wykorzystamy w kolejnych konstrukcjach. Poniewaz
linijka nie pozwala na narysowanie okregu, przez wyrazenie ,skonstruowac

Rys. 5

Rys. 6

okrag” bedziemy okresla¢ wyznaczenie dowolnie wielu jego punktéw.

Konstrukcja 4. Majac dane okregi A i p oraz punkt A na zewnatrz jednego
z nich, skonstruowaé okrag przechodzacy przez A oraz nalezacy do peku
wyznaczanego przez te okregi.

Niech A lezy na zewnatrz okregu A. Z punktu A skonstruujmy styczng do A

w punkcie B. Nastepnie niech C' bedzie punktem biegunowo sprzezonym do
punktu B wzgledem A i o (zauwazmy, ze lezy na AB). Konstruujemy teraz taki
punkt D, ze AD dzieli harmonicznie BC. Punkt D jest drugim obok A punktem
szukanego okregu (rys. 6). Gdyby okazalo sig, ze D = C' = A (tzn. gdyby AB bylo
styczne do konstruowanego okregu), to na poczatku konstrukcji powinnisémy wziaé
»druga styczna” z A do A. Cala procedure mozemy teraz powtérzyé, biorac D jako
punkt startowy (i oczywidcie punkt stycznosci do A rézny od B).
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Rys. 9

Konstrukcja 5. Majac dane okregi A i p oraz punkt A lezgcy wewnatrz nich,
skonstruowaé okrag przechodzacy przez A oraz nalezacy do peku wyznaczanego
przez te okregi.

W tym przypadku wyznaczamy punkt B, biegunowo sprzezony do A. Punkt ten
lezy na zewnatrz okregéw A i u, zatem mozemy skonstruowaé dowolna liczbe
punktéw okregu [ przechodzacego przez B i nalezacego do peku wyznaczanego
przez te dwa okregi (konstrukcja |4). Punkt A lezy na zewnatrz 8. Pokazemy, jak
wykorzystaé ten ,dziurkowany” okrag do odtworzenia konstruke;ji 4.

Problematyczny jest tylko pierwszy krok, czyli konstrukcja stycznej do §.

Aby ja wyznaczy¢, postepujemy nastepujaco. Niech C' bedzie réznym od B
punktem okregu 5. Wyznaczmy punkt D przeciecia prostej AC' z okregiem [
(korzystamy z konstrukeji [2)). Dalej konstruujemy taki E na AC, ze AE dzieli
harmonicznie CD. Prosta BE jest biegunowg punktu A wzgledem 3, wiec jej
drugi punkt przeciecia z 8 to taki punkt F' (rys. 7), ze AF jest styczna do 8
(ponownie skorzystaliSmy z konstrukeji 2). Teraz na AF mozemy wyznaczy¢
drugi obok A punkt szukanego okregu i powtorzyé procedure, rozpoczynajac od
tego punktu.

Konstrukcja 6. Skonstruowaé érodek przynajmniej jednego z czterech okregéw,
z ktorych zadne trzy nie naleza do jednego peku.

Oznaczmy dane okregi przez k, A\, u, v. Zakladamy, ze zadne dwa z nich nie
maja punktéow wspolnych ani nie sa wspotérodkowe.

Wybierzmy punkt A na k. Konstruujemy okregi « i 5 przechodzace przez A oraz
nalezace do pekéw wyznaczonych odpowiednio przez A i p oraz p i v. Nastepnie
wybieramy taki punkt B na «, ze skonstruowana styczna w B do a przecina
okrag x. Niech C bedzie tym punktem przeciecia. Niech ponadto D i F' beda
punktami biegunowo sprzezonymi do punktéw odpowiednio B i C' wzgledem
peku wyznaczonego przez okregi o i 8 (rys. 8).

Zauwazmy, ze F taki, ze CE dzieli harmonicznie BD, lezy na
okregu v nalezacym do peku wyznaczonego przez « i [3 oraz
przechodzacym przez C (rozwazamy ten okrag, ale go nie
konstruujemy). Ponadto prosta C'F jest styczna do 7. Czytelnik,
analizujgc ponownie rysunek 2, przekona sie, ze mamy wystarczajaco
danych, aby zastosowaé¢ konstrukcje |3| dla okregdéw v i k i uzyskaé
$rednice k. Druga Srednice konstruujemy, zaczynajac od innego
punktu A.

Odnotujmy, ze konstrukcje da sie powtérzy¢, jesli jeden z okregdéw
(u nas okrag p) jest dany tylko w pieciu punktach. Wynika to

z mozliwosci wykonania konstrukcji, gdy okrag u jest dany tylko
w 5 punktach, co z kolei jest konsekwencja poczynionej wczesniej
uwagi o konstruowalnoéci biegunowych.

Konstrukcja 7. Skonstruowaé $rodek przynajmniej jednego z trzech
okregéw nienalezacych do jednego peku.

Oznaczmy te okregi przez k, A\, u. Wybieramy punkt A na x i konstruujemy
okrag a nalezacy do peku wyznaczanego przez okregi A\ i p oraz przechodzacy
przez A. Na okregach k i o wybieramy odpowiednio punkty B i C. Nastepnie
prowadzimy dowolng prosta przez A i oznaczamy jej punkty przeciecia z k

i a przez P i Q, odpowiednio. Zauwazmy, ze jesli prosta PQ bedzie obracaé
sie wokél punktu A, to punkt przeciecia R prostych PB i QC bedzie zakreslal
okrag (jest to okrag opisany na trdjkacie, ktérego wierzchotkami sa punkty B,
C irézny od A punkt przecigcia « i k). Oznaczmy go przez v. Rysujac zatem
kolejne polozenia prostej PQ, bedziemy mogli konstruowaé kolejne punkty
okregu v (rys. 9). Zadne trzy spoéréd k, A, p, v nie naleza do jednego peku.
Stad po skonstruowaniu pieciu punktéw v mozemy powtorzyé konstrukeje [6.
Czytelnikowi zastanawiajacemu sie, co z przypadkiem rozlacznych okregdéw
nalezacych do jednego peku, odpowiem, ze wowczas $rodka okregu nie da sie

skonstruowaé. Oméwienie tego zagadnienia byloby jednak zbyt diugie, aby
mozna je bylo zawrze¢ w tym artykule.
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