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Rys. 1. Okregi z rodziny O narysowane sa
na czarno, a okregi z rodziny Q — na
czerwono. Dowolny czarny okrag jest
prostopadly do dowolnego czerwonego

Rys. 2. Pogrubiona prosta to biegunowa
Q wzgledem w

Rys. 3. Pogrubiona prosta to biegunowa
Q wzgledem o

Pek wiadomosci o pekach okregéw
tukasz RAJKOWSKI*

Opublikowany w niniejszym wydaniu Delty artykul Stanistawa Majchrzaka
garéciami czerpie z klasycznych poje¢ geometrii elementarnej. Pojawia sie

w nim réwniez haslo pek okregéw, ktore moze by¢ obce nawet co bardziej
zaawansowanym nasladowcom Euklidesa. Aby oszczedzié¢ Czytelnikowi
przeszukiwania Internetu (ktéry zwlaszcza w polskojezycznej odstonie jest
w tym zakresie do$¢ ubogi w informacje), prezentujemy tutaj przeglad
podstawowych informacji na temat tej wdziecznej geometrycznej konfiguracji.

Tak jak zostalo to juz wspomniane w przytoczonym artykule, przyktadem peku
okregéw jest rodzina wszystkich okregéw przechodzacych przez ustalone dwa
punkty X i Y. Wéweczas prosta XY jest osig potegowq (patrz Deltoid w A3,)
dowolnej pary okregéw z tej rodziny, ktéra z tego wzgledu nazywa sie czasem
okregami wspolosiowymi. Oznaczmy owa rodzine jako O, a jej wspdlna o$
potegowa jako k.

Wybierzmy na k dowolny punkt P. Poprowadzmy z P styczna do dowolnego
okregu o € O i niech T bedzie punktem stycznosci (rys. 1). Wéowezas

PT? = PX - PY (co wynika z definicji osi potegowej). Oznacza to, ze okrag w
o $rodku P i promieniu vV PX - PY jest prostopadly do o, czyli styczne do
tych okregéw w punkcie przeciecia sa prostopadte. Z dowolnosci wyboru o
okrag w jest prostopadly do wszystkich okregéw z rodziny O. Rodzine tak
skonstruowanych okregéow w dla réznych wyboréw punktu P na prostej k
oznaczmy przez ).

Mozna pokazaé, ze osia potegowsg dowolnych dwoch okregéow z rodziny € jest
symetralna [ odcinka XY . Dlatego €2 réwniez nazywana jest rodzina okregdéw
wspotosiowych lub tez pekiem — tym razem jednak sa to okregi parami roztaczne
i dlatego to drugie okreslenie moze byé odrobine mylace. Ogélnie okregami
wspdlosiowymi nazwiemy kazda rodzine okregéw, dla ktorej istnieje prosta
bedaca osig potegowa dowolnej pary okregéw z tej rodziny. Jesli nie mozna jej
powiekszy¢ o zaden dodatkowy okrag, mowimy o peku okregow.

Wybierzmy dowolny punkt @ i okrag w € Q. Poprowadzmy biegunowq Q
wzgledem w — definicja biegunowej pojawita sie juz w artykule Stanistawa
Majchrzaka. Udowodnimy, ze dla réznych wyboréw okregu w utworzone w ten
sposéb proste przecinaja sie w jednym punkcie. W tym celu przypomnimy
alternatywna definicje biegunowej (patrz KPO w Al;) — jest to prosta
prostopadla do odcinka taczacego dany punkt ze srodkiem okregu, przechodzaca
przez obraz inwersyjny tego punktu wzgledem okregu. Czytelnikom, ktorym
obce jest pojecie inwersji, a ktérzy mimo to pragng doczytaé¢ ten tekst do konca
(co jest godne pochwaly!), polecam Deltoid z numeru |A3; oraz artykul Michata
Migkiewicza z AY,. Dla nas istotne bedzie jedynie to, ze inwersja wzgledem
okregu k o Srodku w punkcie K zachowuje pélproste wychodzace z punktu K
oraz okregi prostopadtle do k.

Narysujmy teraz okrag og opisany na tréjkacie XY Q. Oczywiscie og € O,
zatem o jest prostopadly do wszystkich okregéw z 2, w tym w. Dlatego

obraz inwersyjny @ wzgledem w to punkt R przeciecia o z pélprosta ze

srodka w do @ (rys. 2). Zas odpowiednia biegunowa to prosta prostopadla

do wspomnianej polprostej, przechodzaca przez R. Oznacza to jednak, Ze
biegunowa ta przechodzi przez punkt Q’, antypodalny do @ w okregu og (gdyz
kat QRQ' jest prosty). Udowodniliémy w ten sposéb, ze biegunowe punktu Q
wzgledem okregéw z rodziny ) przecinaja sie w punkeie @’ (zaleznym tylko od
punktéow X, Y i Q).

Udowodnimy teraz, ze biegunowe @ wzgledem okregéw z O réwniez przecinaja
sie w jednym punkcie. Pomyst jest doktadnie taki sam — wystarczy udowodni¢,
ze istnieje okrag w¢q nalezacy do Q, ktéry przechodzi przez (). Wéwczas
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https://deltami.edu.pl/2012/03/osie-potegowe/
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Czoltéwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwiazan zadan
778 (WT = 1,95), 779 (WT = 3,15)

z numeru 5/2024

Pawel Perkowski Ozaréw Maz. 5-43,19

Jacek Konieczny Poznan 40,87
Konrad Kapcia Poznan 2-39,97
Tomasz Wietecha Tarnéw 17-30,38
Andrzej Nowogrodzki

Chocianéw  3-27,19
Jan Zambrzycki Bialystok 4-25,85

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
881 (WT =1,5) i 882 (WT = 2,27)

z numeru 5/2024

Adam Woryna Ruda Sl. 44,68
Michal Adamaszek Kopenhaga 42,89
Szymon Kitowski Warszawa 41,11
Witold Bednarek Lo6dz 38,79
Krzysztof Zygan Lubin 37,56
Mikotaj Pater 36,34
Tomasz Wietecha Tarnéw 35,18
Andrzej Daniluk Warszawa 34,46
Jedrzej Biedrzycki 32,29
Andrzej Kurach Ryjewo 31,79

Pan Adam Woryna, Weteran naszej ligi
juz od kilkunastu lat, teraz znéw bardziej
aktywny, autor kilku bardzo ciekawych
zadan, wlasnie wykonal czwarta runde.

Klub 44 M
1-44

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwiagzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez

wszystkie rozwazane biegunowe beda musialy przechodzié¢ przez punkt Q"
antypodalny do Q w wg. Skonstruowanie okregu wg nie jest trudne — potrzeba
(i wystarcza), by byl on prostopadly réwniez do okregu og. Dlatego érodek
szukanego okregu wq lezy na prostej stycznej do og w punkcie Q. Srodek

ten lezy tez na prostej k, co pozwala na jego wyznaczenie i w konsekwencji
lokalizacje punktu Q”, w ktérym przecinajg sie wszystkie biegunowe punktu Q
wzgledem okregéw z O.

Na zakonczenie wybierzmy w peku O dowolne dwa prostopadle okregi

i dotaczmy do nich dowolny okrag z €. Dostaniemy trzy okregi, z ktorych kazde
dwa sa prostopadle — ciekawa wlasnos¢ jak na prostopadlo$é. A czy mozliwa jest
taka konfiguracja czterech okregow?

Termin nadsylania rozwiazan: 28 II 2025

Zadania z fizyki nr 788, 789
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

788. Na gladkim stole lezy uklad klockéw przedstawiony na rysunku 1.
Wspoélezynnik tarcia miedzy klockami o masachM i m wynosi p. Klocki

o masach m polaczone sa niewazka, nierozciagliwa nicia. Prawy dolny klocek
ciggniety jest réwnolegle do stotu sila F. Znalezé przyspieszenia wszystkich
klockéw.

789. Szesciokatny otéwek popchnieto wzdtuz plaszczyzny poziomej jak na
rysunku 2. Jaki musi by¢ wspolczynnik tarcia p miedzy otéwkiem a plaszczyzna,
aby otéwek $lizgal sie po plaszczyznie i nie obracal?

Rys. 1

Zadania z matematyki nr 891, 892
Redaguje Marcin E. KUCZMA

891. Znalezé wszystkie liczby rzeczywiste ¢, spelniajace dla kazdej liczby
catkowitej n > 0 warunek: cos(2"¢) < 0.

892. Dana jest liczba naturalna n > 2. W turnieju badmintona bierze udzial
n zawodnikéw; kazdy z kazdym rozgrywa jeden mecz, nie ma remiséw. Dla
kazdej liczby k € {0, ...,n—1} wyznaczyé maksymalng wartosé, jaka moze
osiagnac liczba zawodnikow, ktorzy zakonczyli turniej, majac doktadnie

k wygranych meczéw.

Zadanie 892 zaproponowal pan Michal Adamaszek z Kopenhagi.

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czltonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.
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