W trzecim etapie adaptacji noszacy okulary porusza sie

calkowicie naturalnie, jezdzi na rowerze, szkicuje pejzaze,
a kiedy przechyla glowe, obserwowane obiekty pozostaja
nieruchome.

Trudno jest uwierzy¢ w mozliwosci adaptacyjne

naszego organizmu. Widzimy $wiat, jakim jest, dzieki
wielokrotnemu doswiadczaniu, sktadaniu bodzcow
wzrokowych i dotykowych. Jest to proces dynamiczny,

a nie statyczna funkcja wyéwiczona w dziecinstwie

lub dana raz na zawsze. Wrazenia wzrokowe sa stale
poddawane weryfikacji przez inne zmysty. Dopdki sa one
spojne, dopoty widzimy prawidtowo i dobrze orientujemy
sie w przestrzeni. Kiedy sygnaly sg sprzeczne, ale
dziataja wedlug nowej reguly wystarczajaco dtugo

i systematycznie, poczatkowo nastepuje dezorganizacja
systemu orientacji przestrzennej, a pézniej mozg
stopniowo przeprogramowuje sie. Obrazowanie
aktywnosci réznych rejonéw mézgu w procesie adaptacji
wykazuje, ze jest to proces zachodzacy etapami,
angazujacy nowe rejony mozgu.

Powyzsze zdjecie Georga Picka zostalo
wykonane ok. 1885 roku

Przy okazji szperania w historii badan percepcji
dokonatam by¢ moze odkrycia z innej dziedziny.
Historia odwracajacych okularéw wydala mi sie
nieprawdopodobna i zamarzytam, zeby osobiscie
doswiadczy¢ odwrocenia perspektywy i adaptacji do
zmian. Szybko znalazlam w Internecie oferte okularéw
odwracajacych. Przezyj moment wspanialych emocji!
Trenuj swoje umiejetnodci orientacji w przestrzeni!
Zmniejsz swojqg chorobe lokomocyjng! Porzué lenistwo
i prokrastynacje! Znajdz swoje wlasne zastosowanie

— to najlepszy upominek, jaki mozesz komus daé. . .
glosza hasta zachecajace do kupna calego tego szczescia
w przystepnej cenie 11800 rubli. Adres wytwoércy:
Moskwa, ul. Talinska 22.

Musze do nich napisa¢. Moze niewtasciwe osoby
dostaly ten podarunek — niech im powiedza, ze czas
zdjac¢ okulary. Niech swiat wrdci do normy. Tego sobie
i Panstwu zycze w Nowym Roku.

Marta FIKUS-KRYNSKA

~Wodny” dowdd twierdzenia Picka
Jarostaw GORNICKI

Georg Alexander Pick (1859-1942) byl austriackim matematykiem zydowskiego
pochodzenia. W latach 1884-1927 pracowal na Uniwersytecie Karola w Pradze.
Od 1888 roku byt profesorem, a od 1889 cztonkiem Niemieckiej Akademii

Nauk Leopoldina. Utrzymywal kontakty z Albertem Einsteinem i Felixem
Kleinem. Zajmowal sie analizg zespolona, réwnaniami rézniczkowymi, catkowymi
oraz geometrig rézniczkowa. W lipcu 1942 roku zostat wywieziony do obozu
koncentracyjnego Theresienstadt, gdzie zmart dwa tygodnie pézniej.

W matematyce Georg Pick znany jest miedzy innymi jako autor
pewnego prostego a pieknego twierdzenia dotyczacego kraty, czyli zbioru
Z? = {(m,n) : m,n € Z} na plaszczyznie euklidesowej R?. Elementy tego zbioru

bedziemy nazywaé punktami kratowyms.

Dla zaznaczonego wielokgta mamy

pw = 10 oraz p, = 7, zgodnie

z twierdzeniem Picka jego pole jest rowne
10+3,5—1=12,5

Twierdzenie (G. Pick, 1899). Pole wielokgta W, ktérego wierzcholki sq
punktami kratowyms, a boki nie przecinajq sie, jest rowne

1
:pw—’—*pb_la

w
w :

gdzie py, jest liczbg punktow kratowych we wnetrzu wielokgta, zas py liczbg
punktow kratowych na jego brzegu.

Oto pomystowy dowdd przez. .. lanie wody (dostownie), przedstawiony przez
szwajcarskiego matematyka Christiana Blattera w 1997 roku. W kazdym
punkcie poziomej kraty Z? umieszczamy brylke lodu o objetosci 1. Brylki maja
ksztalt cienkich cylindréow ($rodki podstaw sa punktami kratowymi). Nastepnie
czekamy, az 16d si¢ stopi. Woda rownomiernie rozleje si¢ na niewsiakliwej

plaszczyznie, tworzac nieskoriczony ocean o glebokosci 1 (pomijamy parowanie
oraz réznice w gestosci wody i lodu). Wtedy objeto$é wody nad obszarem
wielokata W jest, co do wartosci liczbowej, rowna powierzchni wielokata W. Ale
skad weZmie sie woda nad wielokatem? W trakcie topnienia lodu czes¢ wody do
niego doplywa, a cze$¢ wyplywa. Zauwazmy, ze $rodek dowolnie wybranego boku
wielokata W jest $rodkiem symetrii kraty Z2, wiec w kazdej chwili przeptyw
wody jest centralnie symetryczny wzgledem tego srodka. Zatem calkowity
przepltyw wody przez te krawedZ wielokata (wiec i kazda inna) jest zerowy.
Oznacza to, ze ilosé wody nad obszarem wielokata nie zmienia sie w czasie!
Mozemy teraz przyjac¢, ze brytki byly na tyle cienkie, iz woda nad obszarem
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Christian Blatter, Another Proof of
Pick’s Area Theorem, Mathematics
Magazine vol. 70, 1997. Sformutowanie
autora jest odrobing inne (mowa w nim
o rozchodzeniu si¢ ciepla), pomyst

z ,brytkami lodu” pochodzi od Giintera
M. Zieglera (o czym wspomina
przytoczony artykutl).

Rys. 1

Ciagi fn pojawily si¢ juz w 1802 roku
w pracach francuskiego geometry
Charlesa Harosa, ale nie wzbudzily
woéwczas zainteresowania.

t

O 1 2 3 4 5

Rys. 2. Zaznaczone punkty odpowiadaja
wyrazom ciagu fg, przy czym A = (3,1)
i B = (5,2) odpowiadaja dwém kolejnym
wyrazom. Wewnatrz tréjkata AOB nie
ma zadnego punktu kratowego, zatem
zgodnie ze wzorem Picka jego pole jest

5 1
réwne 3

Kraty Z2 pojawily sie np. na stronie 6
oraz w Aig, a ciaggi Fareya w Agg, A?O.

wielokata pochodzi jedynie z brylek lodu umieszczonych w punktach kratowych

we wnetrzu lub na brzegu wielokata W. Kazdy punkt kraty lezacy wewnatrz

wielokata ,,daje” jednostke wody. Punkt kratowy znajdujacy sie wewnatrz

krawedzi (niebedacy jej koficem) ,daje” pét jednostki wody, a wierzcholek ,daje”

5~ jednostki wody, gdzie o jest miarg kata wewnetrznego wielokata przy tym

wierzcholku. Poniewaz suma miar katéw wewnetrznych n-kata (n > 3) jest réwna
(n—2)7

(n — 2)m, wigc ich calkowity udzial zapewnia 5= = & — 1 jednostek wody. Stad

teza twierdzenia. O

Whiosek 1. Trojkgt o wierzchotkach w punktach kratowych, ktory we wnetrzu

. . . . . 1
ani na brzegu nie ma innych punktéw kratowych, ma pole réwne 3.

Twierdzenie Picka nie ma rozszerzenia na krate Z3. Pokazuje to przyklad
J.E. Reeve’a (1957). Czworodciany z rysunku 1 maja 4 wierzcholki w punktach
kratowych, nie zawieraja innych punktow kratowych, ale maja rézne objetosci.

Wykorzystamy teraz powyzszy wniosek, aby wykazaé¢ podstawowa wlasnosé tzw.
ciggow Fareya.

Przypomnijmy, ciggiem Fareya rzedu n € N (oznaczenie f,) nazywamy
uporzadkowany rosnaco ciag ulamkéw nieskracalnych z przedziatu [0, 1]
o mianownikach nie wiekszych od n, np.:

01 011 01121
fl' {131}7 f2' {17271}3 f3' {15372737}3
0111231 01112132341
f4:{ 7777777 }a f5: { 77777777777 }a
4

f 0111121323 51,td
D T o o oy oy oy Ty oy =y =y o itd.
6 1’6)57473’5’2’5)37475’671
Oczywiscie f, C fny1,n=1,2,...

John Farey (senior) (1766-1826), angielski geolog zainteresowany ,matematyka
dzwiekéw”, w 1816 roku zadal pytanie: czy dla trzech kolejnych wyrazéw ciaggu
fn(n=2), %< % < § zawsze prawdziwa jest rownosé % = %7 W tym samym
roku Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) potwierdzil — jak pisal — ,niezwykla
wlasciwos$é zwyklych utamkéw zaobserwowana przez pana J. Fareya”.

(&)

Lemat (Cauchy-Farey, 1816). Jezeli § < § sq kolejnymi wyrazami ciggu Fareya
fo(m=1), tobc—ad=1.

Dowéd. Punkt (x,y) € Z? nazywamy widzialnym z punktu (0,0), gdy na odcinku
taczacym te punkty nie ma innych punktéw kratowych.

Jezeli kazdy utamek § € f, utozsamimy z punktem (b,a) € 72, to punkt
(b,a) jest widzialny (bo utamek § jest nieskracalny) i nalezy do trojkata T,

o wierzchotkach (0,0), (n,0), (n,n). Co wiecej, punkt kratowy (b,a) € T,, jest
widzialny wtedy i tylko wtedy, gdy § € fn.

Wtedy promient wodzacy zaczepiony w punkcie (0,0) i lezacy na osi OX,
obracajac sie przeciwnie do ruchu wskazowek zegara, przechodzi przez
kolejne punkty widzialne w tréjkacie T;,, reprezentowane przez utamki

¢ € fn wich porzadku rosngcym. Zatem tréjkat o wierzchotkach (0,0), (b,a),
(d, ¢) nie zawiera innych punktéw kratowych, a wiec jego pole jest réwne %

(wniosek 1). Jednoczesnie z geometrii analitycznej wiemy, ze pole tréjkata,

ktérego wierzchotki maja wyzej dane wspotrzedne, jest réwne 2 (be — ad).

2
Stad bc — ad = 1. O
Whiosek 2. Jezeli § < % < ¢ sq trzema kolejnymi wyrazami ciggu fn, n > 2, to
_ at
b e
Dowdd. Z lematu bp — aq = 1 = qc — pd, skad wynika teza. O

Ciagi Fareya znalazly zastosowanie w aproksymacji liczb niewymiernych
liczbami wymiernymi, znamy ich zwiazek z algorytmem (drzewem)
Sterna—Brocota, z hipoteza Riemanna czy z ,,problemem 3n + 1”. To jest jednak
temat na inne spotkanie.
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https://deltami.edu.pl/2019/01/szereg-leibniza-i-punkty-kratowe/
https://deltami.edu.pl/2008/06/ulamki-fareya-i-okregi-forda/
https://deltami.edu.pl/2010/05/ciagi-fareya/

