‘W 1906 roku Sierpinski ulepszyl jako
pierwszy oszacowanie Gaussa na liczbe
N (R) punktéw kratowych w kole

22 +y? < R?%: |N(R) — nR?| < CR?/3,
gdzie C jest stala dodatnig.

W oszacowaniu Gaussa wystepowal
wyktadnik 1 zamiast 2/3.

predkosé

odlegtosé

Krzywa rotacji typowej galaktyki
spiralnej: (A) obliczona na podstawie
obserwacji mas widocznych gwiazd,
(B) obserwowana.

Rozwigzania na str.

Z warunku det M = 1 oraz podstawowych wlasnosci wyznacznikéw wynika, ze
odpowiednie NWD sa réwne 1.

Odnosnie prawdopodobienstwa, ze losowy uktad trzech punktéw kratowych to
trzej muszkieterowie, to podobnie jak dla k = 4 przewidujemy, ze wynosi ono

2 —1)(p? -2
H—(p )gp ) ~ 0,196,
p
P
i znowu eksperymenty numeryczne to potwierdzaja. Nie potrafimy jednak
udowodni¢ nawet tego, ze dla k = 3,4 rzeczone prawdopodobienistwa istnieja.

To, ze w pozornie nieskomplikowanym éwiecie Z? dzieje sie wiele ciekawych
rzeczy, zauwazyl juz klasyk gatunku Waclaw Sierpinski w swojej popularne;j
ksiazeczce O stu prostych, ale trudnych zagadnieniach arytmetyki. Z pogranicza
geometrii i arytmetyki (Warszawa 1959). Nasza skromna kontrybucja jest
zaledwie wyrazem szczerego zachwytu i fascynacji.

i Zadania

Przygotowal Dominik BUREK

M 1801. Dany jest czworokat wypuklty ABCD, w ktérym AB = BC = CD = 4.
Punkty K i L sa wybrane, odpowiednio, na bokach AB i CD tak, ze

AK = DL = 1. Tréjkat AMD jest zbudowany na boku AD na zewnatrz
czworokata, a ponadto AM = M D = 2. Zalézmy, ze KL = 2. Udowodnié¢, ze
BM =CM.

M 1802. Komoérki tabeli n x n sa wypelnione znakami ,,+” i ,,—”. Podczas
ruchu mozna zmienié¢ wszystkie znaki w dowolnym wierszu lub kolumnie na
przeciwne. Wiadomo, ze startujac z poczatkowego uktadu, mozna w skonczenie
wielu ruchach zamieni¢ wszystkie znaki w tabeli na plusy. Udowodnié¢, ze mozna
to osiagnaé, wykonujac nie wiecej niz n ruchdw.

M 1803. Liczbe catkowita dodatnia nazwiemy prawie kwadratem, jesli mozna
ja przedstawié¢ jako iloczyn dwdéch liczb, ktdre réznig sie nie wiecej niz o 1%
wigkszej z nich. Udowodnié, Ze istnieje nieskonczenie wiele czworek kolejnych
liczb naturalnych bedacych prawie kwadratami.

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1109. Krzywa rotacji galaktyki nazywany jest wykres zaleznosci orbitalnych
predkosci, v, widocznych gwiazd od ich odleglosci, r, od centrum galaktyki.
Obserwowane zaleznosci odbiegaja od obliczonych na podstawie rozkladu mas
widocznych gwiazd w galaktyce (rysunek). Dla wyjasnienia tej rozbieznosci
przyjmuje sie istnienie wewnatrz i wokoét galaktyk niewidocznej tzw. ciemnej
materii. Jak gesto$é, p, ciemnej materii powinna zmieniaé sie z odlegtoécia, r,
od centrum galaktyki w obszarze, w ktorym obserwowana predkos¢ ruchu
orbitalnego gwiazd nie zalezy od r? Przyjmij sferycznie symetryczny rozktad
masy ciemnej materii.

F 1110. Rowerzysta jedzie z prekoscia v po drodze pokrytej cienka warstwa
blota. Nad kolami wyscigowego roweru nie ma blotnikéw. Na jaka maksymalna
wysokos¢ moga wznosic sie czastki blota oderwane od kot roweru. Kola maja
promien R, przyspieszenie ziemskie réwne jest g. Opor powietrza pomijamy.
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Rozwigzania zadan ze strony 7

& Rozwiagzanie zadania M 1801.

N

ur /
=

A K B

Zauwazmy, ze trojkaty M DL i CDM sa podobne,

a skala ich podobienstwa jest réwna 2 (CD = 2M D,

DM = 2DL, kat przy wierzchotku D jest wspdlny).

W szczegblnosci MC = 2M L. Podobnie M B = 2M K.

7 zalozenia BC = 2K L, wiec tréjkat M KL jest podobny
do tréjkata M BC. Zatem x LMK = xCM B, a stad
XLMC = xKM B. Oznacza to, ze trojkat LMC jest
podobny do tréjkata KM B. Ale LC = KB, wiec te
trojkaty sa przystajace, skad otrzymujemy, ze BM = C'M.

ﬁ Rozwigzanie zadania M 1802.
Na poczatku zauwazmy, ze nie ma znaczenia, w jakiej
kolejnosci zmieniane sg znaki, wazne jest tylko to, w jakich
wierszach i kolumnach (w skrécie liniach) nastepuje
zmiana i ile razy. Jesli w danym ruchu dwukrotnie
zmienimy znaki, to nic si¢ nie zmieni. Dlatego wystarczy
zmieni¢ znaki nie wiecej niz raz w kazdej linii.
Zal6ézmy, ze udato nam sie uzyskac¢ wszystkie plusy,
zmieniajac znaki w k kolumnach i r wierszach. Jezeli
k 4+ r > n, zaznaczmy na czerwono wszystkie linie,
w ktérych zmieniliSmy znaki. Znak zmienil si¢ tylko
w polach nalezacych do doktadnie jednej czerwonej
linii. Ale wtedy te same pola naleza do dokladnie jednej
niepomalowanej linii. Dlatego tez rezultat byltby taki
sam, gdybysmy zmienili znaki w niepomalowanych liniach,
a tych jest doktadnie

(n—k)+(n—-r)=2n—(k+7)<n.

i Rozwigzanie zadania M 1803.
Roéwnanie 222 — y? = 1 ma rozwiazanie (z,y) = (1,1).
Ponadto zachodzi réwnoéc:
2(3x + 2y)? — (4z + 3y)? = 22 — ¢,

Jedli zatem (z,y) rozwigzuje réwnanie 222 — y? = 3, to
(3x + 2y, 42 + 3y) réwniez, stad rozwiazan jest nieskoriczenie
wiele. Wezmy takie rozwiazanie, dla ktérego y > 1000
i niech n = 3xy. Wéwczas 2n? = 622 * 3y = (3y% + 3) -
(3y?) = 22 + z — 2, gdzie z = 3y? + 1. Rozwazmy 4 kolejne
liczby i ich odpowiednie rozklady:

dn* —2= (22 - 2)(22 +22 - 1),

4n* —1 = (2n? = 1)(2n* + 1),

an* = 2n? . 2n?,

dn* +1 =20 +2n+1)(2n% —2n +1).

24

Liczba 4n? jest oczywiécie prawie kwadratem, natomiast
z zalozenia y > 1000 dostaniemy, ze kazdy z utamkdéw
2?2 -2 2n? -1 2n?—-2n+1
22422—1" 2n241" 2n2 4+ 2n+1
jest réwny co najmniej 0,99 — wiec liczby 4n* — 2, 4n* — 1,
4n* 4+ 1 sg réwniez prawie kwadratami.

Uwaga: Dobor liczb inspirowany jest toZsamosciqg Sophie
Germain. Réwnanie 222 — y? jest natomiast przykladem
rownania typu Pella i pod tym haslem mozna znalezé
wiecej informacji o sposobach znajdowania jego rozwiazan.

i Rozwigzanie zadania F 1109.

Predkosé, v, ciala obiegajacego po orbicie o promieniu r
Srodek sferycznie symetrycznego rozkladu masy zalezy
jedynie od M (r), tj. wielkoSci masy wewnatrz kuli

o promieniu r, i wynosi (G oznacza stala grawitacji):

o(r) = 1/ G]‘f(’“).

Znajac v(r), mozemy wyznaczy¢ M (r):

vir
o
W przypadku sferycznego rozkladu masy mamy:

dM d [ v?r
== = A4nr? =— | —].
dr mrp(r) dr ( G >

Po obliczeniu pochodnych otrzymujemy:

1 9 dv
= — 20r— | .
p(r) 4dr2G (U e dr)

W obszarze, gdzie v nie zmienia si¢ ze zmiana r, mamy
wiec:

M(r) =

2

0= TG

E& Rozwigzanie zadania F 1110.
Czastki (krople) blota odrywaja sie z predkoscia
styczna do kota i co do wartosci réwna predkosci
roweru. Przeanalizujmy ruch kropli, ktora oderwala si¢
z konica promienia tworzacego kat ¢ z pionem (liczac
od powierzchni drogi). W momencie oderwania kropla
znajdowala si¢ na wysokosci h = R(1 — cos¢) nad
droga i miala pionowa skltadowa predkosci réwna v sin ¢.
Najwyzszy punkt toru jej ruchu (,rzut ukoény”) znajdowal
sie wiec na wysokosci:
v?sin? o

2

Przyréwnajmy pochodna H wzgledem ¢ do zera:

v? sin ¢ cos

H=R(1—cosp)+

H' = Rsinp + 0.

Gdy v? < gR, pochodna zeruje sie jedynie dla ¢ = 0 lub
» = 7 i maksymalna wysoko$¢ H = 2R (dla ¢ = 7). Gdy
v? > gR, zerowaniu pochodnej odpowiada takze warunek:

_ 9k
COsS = 7’072,
co odpowiada ¢ > 7/2 i:
gR%z  ?
H=Rr+2% 7
+ 202 + 2g



