Zle rysuje stozki!
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Troche sktamatem w tytule. Z odrecznym narysowaniem
stozka radze sobie catkiem dobrze, o prosze:

Ostatnio jednak na potrzeby ilustracji jednego ze swoich
artykuléw chcialem wykonaé bardziej profesjonalnie
wygladajacy rysunek. Poniewaz teksty do Delty
tworzymy w systemie IXTEX, do rysunkow zazwyczaj
korzystamy z jego rozszerzenia (pakietu TikZ), ktore
pozwala precyzyjnie rysowaé za pomoca odpowiednich
komend. Wydalo mi sie, ze zadanie nie jest trudne.

Za podstawe stozka mozna przyjaé elipse o srodku

w (0, 0) oraz pélosiach dtugosci 2 i 1 — TikZ dobrze
sobie z tym radzi, wystarcza polecenia \draw i ellipse.
Powierzchnia boczna sklada si¢ z tworzacych, czyli
odcinkdéw taczacych punkty podstawy z wierzchotkiem —
ten umiesémy w (0, 3). Do wykonania zarysu wystarcza
dwie ,;skrajne” tworzace, czyli te poprowadzone do
koncéw wielkiej osi (punktéw (+2,0)) — to réwniez nie
jest problem. Spéjrzmy na efekt:

\draw
(0,0) ellipse [x radius = 2, y radius = 1]
(2,0) -- (0,3) -- (-2,0);

Od razu wida¢, gdzie jest problem: narysowalem nie

te tworzace, co trzeba! ,Skrajne” tworzace to te, ktére
sa styczne do elipsy, a nie te poprowadzone do koncéw
osi. Natrafiliémy wiec na nastepujace zadanie: z danego
punktu V poprowadzi¢ styczna do zadanej elipsy E.
Przed dalsza lektura polecam samodzielnie si¢ nad nim
pochylié¢, a ponizej podam trzy rozwigzania o réznym
stopniu przydatnosci.

Klasyczna konstrukcja stycznej. Zabierzmy sie

do tego jak starozytni. Elipsa E jest wyznaczona

przez swoje ogniska F', G oraz dtugo$é wielkiej osi 2a,
mianowicie sklada si¢ ze wszystkich punktéow P
spelniajacych PF + PG = 2a. Styczng do elipsy w
punkcie P mozna scharakteryzowaé jako dwusieczna
kata zewnetrznego <F'PG. Skonstruujemy teraz styczna
poprowadzong z zadanego punktu V' na zewnatrz elipsy.
Goraco polecam lekture Deltoidu z Al — pozwoli ona
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szybko zrozumieé, dlaczego konstrukcja, ktora zaraz
pokazemy, dziala.

Narysujmy okrag o srodku F' i promieniu 2a. Na tym
okregu za pomoca cyrkla znajdZzmy punkt @ spelniajacy
VQ = VG (sadwa takie punkty), a nastepnie poprowadZmy
symetralna k odcinka GQ — to jest wtasnie szukana styczna.
Druga styczng otrzymamy, zamiast () wybierajac ten
drugi punkt. Punkt stycznosci P znajduje sie na przecigciu
prostej k z promieniem F'Q. Z réwnosci

PF+PG=PF+PQ=FQ=2a
wnioskujemy, ze rzeczywiscie lezy on na elipsie. Co
wiecej, k faktycznie jest dwusieczna kata GPQ, co
dowodzi poprawnosci konstrukeji.
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O ile konstrukcja ta jest tatwa do wykonania cyrklem
i linijka, to trudno ja przepisa¢ w postaci komend TikZ.
Poszukajmy wiec dalej.

Konstrukcja analityczna. Gdybym zadanie
poprowadzenia stycznej napotkal na maturze,
zrobilbym to tak. Szukana styczna musi przechodzic¢
przez punkt (0, 3), wiec jest opisana réwnaniem
y = ax + 3, przy czym wspolczynnik a nie jest
nam znany. Elipsa za to jest znana: jej réwnanie
to (2/2)? + y? = 1. Punkty przeciecia wyznaczamy,
wstawiajac jeden wzér do drugiego:
(x/2) + (ax +3)* = 1.

Gdybyémy znali a, po prostu to réwnanie kwadratowe
by$my rozwiazali. I tu jest miejsce na kluczowy pomyst:
z géry wiemy, ze rozwiazanie ma by¢ tylko jedno, wszak
prosta ma by¢ styczna do elipsy. Ta wiedza przeklada
sie na warunek, ze wyréznik réwnania jest zerowy. To
prowadzi do réwnania

0=A=(6a)>—4-(a®>+1)"8,
z ktérego wyznaczamy a = ++/2. Podstawiajac te
warto$¢ do poprzednich réwnan, otrzymujemy punkty
stycznosci (i%, 1). Dla czytelno$ci kodu wartosé %
przypiszemy osobnej zmiennej \X. Sprawdzmy, czy
dziata:

\def \X {{4#*sqrt(2)/3}}

\draw
(0,0) ellipse [x radius = 2, y radius = 1]
(\X,1/3) -- (0,3) -- (-\X,1/3);


https://deltami.edu.pl/2010/10/o-robaku-i-elipsach/

Droga na skroty. Podzielg si¢ jeszcze jednym do punktéw o wspoirzednych biegunowych (o : 1)

rozwiazaniem. Ot6z styczng do okregu jest znacznie i (180° — a: 1), a nastepnie caloéé¢ rozciagamy
latwiej wyznaczy¢ niz styczna do innej elipsy: dwukrotnie. Jesli chcemy otrzymacé ten sam rysunek co
1% poprzednio, przyjmujemy « = arcsin(1/3) & 19°. Voila:
h \draw [xscale=2]

(0,0) circle [radius = 1]

(ax:1) —— (0,{1/sin(a)}) -- (180-a:1);
’ 4 Da sie lepiej? Na koniec mam dla Czytelnika pytanie:
A‘\ czy umiesz to zrobié jeszcze prosciej? Moze znasz
narzedzie komputerowe, w ktérym latwo jest modelowac
tréjwymiarowy stozek i narysowaé jego rzut? A moze
nie warto kombinowa¢? Po prostu narysujmy mniejszy
i smuklejszy stozek, uzywajac grubszej kreski! Jak
mawial moéj nauczyciel geometrii, , kazde trzy punkty sa
wspotliniowe, jesli prosta jest wystarczajaca gruba’.

Przyjmijmy, ze na okregu jednostkowym wybralidémy
punkt stycznosci P = (cos a, sin «), co we wspotrzednych
biegunowych wyraza sie po prostu jako (a : 1), i szukamy
punktu przeciecia V' stycznej z osia y. Rzut oka na katy
na rysunku méwi nam, ze V = (0, ).

’ sin o

Ale do czego ta obserwacja moze sie przydaé? Ot6z

elipse o pdtosiach 2 i 1 mozemy otrzymac, odpowiednio

rozciagajac okrag jednostkowy, lub $cidlej, dokonujac

skalowania w osi x. Przy takim przeksztalceniu styczna

do okregu przechodzi na stycznag do powstalej elipsy.

Tak sie sklada, ze TikZ pozwala na dowolne skalowanie \draw[line width=4]

obu osi, wiec wystarczy naprawde prosty kod. Oprocz (0,0) ellipse [x radius = 1.5, y radius = 0.6]
kola jednostkowego rysujemy odcinki z punktu (0, Si;a) (1.5,0) -- (0,3) -- (-1.5,0);

O konstruowaniu srodka okregu linijka
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Jagielloniskiego W artykule Prosto w srodek z A$s autor, Lukasz Rajkowski, pokazal, dlaczego
Laureat brazowego medalu w Konkursie srodk k r : ke t ’ .. 1 ie liniiki. Ni
Uczniowskich Prac z Matematyki im. srodka okregu nie mozna skonstruowaé przy uzyciu wylacznie linijki. Nie
Pawla Domaiiskiego w roku 2021 musi to by¢ jednak prawda, jesli na kartce oprécz okregu dane sa jeszcze inne

figury. Ponizej podamy sposéb na skonstruowanie $rodka okregu linijka w kilku
takich sytuacjach. Wczesniej musimy jednak przedstawié¢ pewne konstrukcje
pomocnicze. W kazdej z nich bedziemy postugiwaé sie wylacznie linijka.

Konstrukcja 1. Znajac pie¢ punktéw okregu w, skonstruowaé styczna do w
w jednym z tych punktéw.

Niech tymi punktami beda A, B, C, D, E. Przecinamy ABi CD w P, AC i BE
w Q oraz PQ i DE w R. Wéwczas prosta AR jest szukana styczng (rys. 1).

Podkres$lmy, ze do przeprowadzenia powyzszej konstrukcji nie potrzebowalismy
mie¢ narysowanego calego okregu w — wystarczylo tylko pie¢ znajdujacych sie
na nim punktéw. Uzasadnienie poprawnosci wymaga znajomosci twierdzenia
Pascala (patrz |Deltoid z A},). Zostawiamy je Czytelnikowi, podobnie jak
rozwigzanie nastepujacego problemu:

Konstrukcja 2. Znajac pie¢ punktéw okregu w, dla danej prostej ¢ przechodzacej
przez jeden z nich wyznaczy¢ drugi punkt przeciecia £ i w.

W przypadku probleméw ze znalezieniem rozwigzania polecam poszukaé go
w|AY-.| Jestedmy juz gotowi do znalezienia $rodka okregu sama linijka, jesli
mamy do dyspozycji jeszcze jeden, przecinajacy go okrag.

Konstrukcja 3. Skonstruowaé érodek jednego z dwéch okregéw majacych dwa
punkty wspdlne.

Oznaczmy te okregi przez wy i wo, a ich punkty przeciecia przez A i B.
Korzystajac z konstrukeji |1, konstruujemy styczna do w; w punkcie B

i przecinamy z we w C. Przez A rysujemy prosta, ktéra przecina wy; w D,

13


https://www.deltami.edu.pl/2015/08/prosto-w-srodek/
https://deltami.edu.pl/2014/09/twierdzenie-pascala/
https://deltami.edu.pl/2017/06/z-sama-linijka-na-okrag-styczna-do-okregu-brakujacy-punkt/

