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Dla jakich n istnieje...?
Barttomiej BZDEGA

Zajmiemy sie tu zadaniami, w ktérych nalezy wyznaczyé¢ wszystkie liczby
naturalne n, dla ktérych istnieje pewien zadany obiekt. Trzeba pamietaé, ze
rozwiazanie takiego zadania sklada si¢ z dwoch czesci:

Uniwersytet im. A. Mickiewicza w Poznaniu

e w przypadku tych n, dla ktérych dany obiekt istnieje, wystarczy podaé jego
konstrukeje albo (co sie zdarza w trudniejszych zadaniach) udowodnié jego
istnienie metodami po$rednimi, takimi jak na przyklad zasada szufladkowa;

e dla tych n, dla ktérych nie istnieje dany obiekt, trzeba przeprowadzi¢ dowod
jego nieistnienia, najcze$ciej metoda nie wprost — przez zalozenie istnienia
i doprowadzenie do sprzecznosci.

Zwykle jedna z tych dwu czesci jest latwiejsza. Pozwala to postawi¢ odpowiednia
hipoteze, co czesto utatwia rozwiazanie trudniejszej czesci, poniewaz wiemy juz,
co chcemy wykazad.

Jako przyklad rozwiazemy nastepujace zadanie z VII Wielkopolskiej Ligi
Matematyczne;j.

Przyktad. Nazwijmy grubym prostokat o bokach x i y spelniajacych warunek
%x < y < 2x. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktoérych z kafelkéw
o wymiarach 1 x 1,1 x 2,...,1 x n mozna ulozyé gruby prostokat (kazdy

z kafelkéw musi by¢ uzyty dokladnie jeden raz).

Rozwigzanie. Pole takiego prostokata jest réwne %n(n + 1), dodatkowo jeden

z bokéw ma dlugo$é co najmniej n. W takim razie drugi bok ma dlugoéé¢ co
najwyzej L%(n +1)], co jest réwne %n dla n parzystych. Ale wowczas otrzymany
prostokat nie jest gruby. UdowodniliSmy zatem, ze dla parzystych n taki
prostokat nie istnieje.

W przypadku nieparzystych n mozem;
SkOII)ISt}I‘/lII)OW&é grurlz)y p};ogcok@t, tak jal}i (n-1)/2 ‘ (n+1)/2
na rysunku obok. = ‘
2 ‘ n—2
1 ‘ n—1
n

Widoczny tu motyw parzystosci czesto pojawia sie w tego typu zadaniach.
Zadania

1. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 4, dla ktérych istnieje n-kat, ktérego
kazdy kat wewetrzny ma 90° lub 270°.

2. Dla jakich liczb catkowitych dodatnich n zbiér {1,2,3,...,2n} mozna rozbié
na dwa rozlaczne n-elementowe podzbiory o jednakowych sumach?

3. Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n, dla ktorych istnieje n-$cian wypuktly,
ktérego wszystkie Sciany sa przystajacymi trojkatami.

4. Niech n bedzie liczba nieparzysta. Z "= L niebieskich prostopadloécianéw
o wymiarach 1 x 1 x 2 i jednego zielonego o wymiarach 1 x 1 x 1 chcemy
zbudowaé sze$cian o krawedzi n, ale érodek powstalego szedcianu ma lezeé
w Srodku zielonego klocka. Wyznaczy¢ wszystkie n, dla ktorych jest to
mozliwe.

5. Znalez¢ wszystkie catkowite dodatnie n, dla ktérych istnieje ciag
(xo,1,...,2,) 0 nastepujacych wlasnosciach: zg =0, z1 + 22+ ...+ 2, =0
oraz |zg| = |zr—1 + 1| dla kazdego k = 1,2,...,n. (LII OM, zmodyfikowane)

6. Wyznaczy¢ wszystkie dodatnie liczby catkowite n o nastepujacej wlasnosci:

z n prostokatéw o wymiarach 1 X n,2 X n,...,n X n mozna utozy¢ kwadrat.
(LXXV OM)

Problem otwarty

7. Na plaszczyznie znaduje sie n punktéw czerwonych, n zielonych i n niebieskich.
Kazda prosta przechodzi albo przez co najwyzej jeden z tych punktow, albo
przez dwa punkty jednakowego koloru, albo przez trzy punkty réznych
koloréw. Wyznaczy¢ wszystkie mozliwe wartosci n. (Problem autorski,
czedciowe rozwiazanie w Matematycznym Kalendarzu Adwentowym 2021).
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