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Zajmiemy się tu zadaniami, w których należy wyznaczyć wszystkie liczby73
Wskazówkidozadań

1.Każdedwasąsiedniebokisą
prostopadłe,więcn⩾4musibyć
parzyste.
2.Liczba1+2+...+2n=n(2n+1)
musibyćparzysta,więcliczbanrównież.
3.Liczbakrawędzitakiegowielościanu
jestrówna3

2n,więcnmusibyćparzyste.
Dlan=4mamyczworościanforemny,
adlaparzystychn>4możnaskleić
podstawamidwaprzystająceprawidłowe
ostrosłupy(n/2)-kątne.
4.Zauważmy,żeanalogicznakonstrukcja
napłaszczyźniejestwykonalnadla
każdegonieparzystegon.Jeślin=4k+1,
tojakośrodkowąwarstwęsześcianu
bierzemykonstrukcjęzpłaszczyzny,
adodatkowozgóryizdołudokładamy
prostopadłościanyn×n×2k.
Wprzypadkun=4k+3kolorujemy
sześcianyjednostkowesześcianun×n×n
wczarno-białąszachownicę.Niech
środkowysześcianikbędzieczarny–
wśródpozostałychjestwtedywięcej
białychniżczarnych,zczegomożna
wywnioskować,żekonstrukcjajest
niewykonalna.
5.Niechsk=x1+x2+...+xk.Po
podniesieniudanejwzadaniurówności
obustronniedokwadratu,zsumowaniu
stronamidlak=1,2,...,niprostych
przekształceniachotrzymamy
2sn+n+1=(xn+1)2,więc
sn=0⇐⇒|xn+1|=

√
n+1.

Wnioskujemystąd,żen=m2−1dla
pewnegonaturalnegom.Osiągalności
dowodzimyindukcyjnie,rozważając
wszystkiemożliwewartościxn.
6.Liczba1

2n2(n+1)musibyć
kwadratem,więcn=2k2−1dlapewnej
liczbycałkowitejk,astądbokkwadratu
madługośćkn.Wceluwykonania
konstrukcjimożnaułożyćk2kwadratów
n×n.
7.Znanajestmikonstrukcjadla
n=1,2,3,4inicwięcej.

naturalne n, dla których istnieje pewien zadany obiekt. Trzeba pamiętać, że
rozwiązanie takiego zadania składa się z dwóch części:
• w przypadku tych n, dla których dany obiekt istnieje, wystarczy podać jego

konstrukcję albo (co się zdarza w trudniejszych zadaniach) udowodnić jego
istnienie metodami pośrednimi, takimi jak na przykład zasada szufladkowa;

• dla tych n, dla których nie istnieje dany obiekt, trzeba przeprowadzić dowód
jego nieistnienia, najczęściej metodą nie wprost – przez założenie istnienia
i doprowadzenie do sprzeczności.

Zwykle jedna z tych dwu części jest łatwiejsza. Pozwala to postawić odpowiednią
hipotezę, co często ułatwia rozwiązanie trudniejszej części, ponieważ wiemy już,
co chcemy wykazać.
Jako przykład rozwiążemy następujące zadanie z VII Wielkopolskiej Ligi
Matematycznej.
Przykład. Nazwijmy grubym prostokąt o bokach x i y spełniających warunek
1
2x < y < 2x. Wyznaczyć wszystkie liczby naturalne n, dla których z kafelków
o wymiarach 1 × 1, 1 × 2, . . . , 1 × n można ułożyć gruby prostokąt (każdy
z kafelków musi być użyty dokładnie jeden raz).
Rozwiązanie. Pole takiego prostokąta jest równe 1

2n(n+ 1), dodatkowo jeden
z boków ma długość co najmniej n. W takim razie drugi bok ma długość co
najwyżej ⌊ 1

2 (n+ 1)⌋, co jest równe 1
2n dla n parzystych. Ale wówczas otrzymany

prostokąt nie jest gruby. Udowodniliśmy zatem, że dla parzystych n taki
prostokąt nie istnieje.
W przypadku nieparzystych n możemy
skonstruować gruby prostokąt, tak jak
na rysunku obok.
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Widoczny tu motyw parzystości często pojawia się w tego typu zadaniach.
Zadania
1. Wyznaczyć wszystkie liczby naturalne n ⩾ 4, dla których istnieje n-kąt, którego

każdy kąt wewętrzny ma 90◦ lub 270◦.
2. Dla jakich liczb całkowitych dodatnich n zbiór {1, 2, 3, . . . , 2n} można rozbić

na dwa rozłączne n-elementowe podzbiory o jednakowych sumach?
3. Wyznaczyć wszystkie liczby naturalne n, dla których istnieje n-ścian wypukły,

którego wszystkie ściany są przystającymi trójkątami.
4. Niech n będzie liczbą nieparzystą. Z n3−1

2 niebieskich prostopadłościanów
o wymiarach 1 × 1 × 2 i jednego zielonego o wymiarach 1 × 1 × 1 chcemy
zbudować sześcian o krawędzi n, ale środek powstałego sześcianu ma leżeć
w środku zielonego klocka. Wyznaczyć wszystkie n, dla których jest to
możliwe.

5. Znaleźć wszystkie całkowite dodatnie n, dla których istnieje ciąg
(x0, x1, . . . , xn) o następujących własnościach: x0 = 0, x1 + x2 + . . .+ xn = 0
oraz |xk| = |xk−1 + 1| dla każdego k = 1, 2, . . . , n. (LII OM, zmodyfikowane)

6. Wyznaczyć wszystkie dodatnie liczby całkowite n o następującej własności:
z n prostokątów o wymiarach 1 × n, 2 × n, . . . , n× n można ułożyć kwadrat.
(LXXV OM)

Problem otwarty
7. Na płaszczyźnie znaduje się n punktów czerwonych, n zielonych i n niebieskich.

Każda prosta przechodzi albo przez co najwyżej jeden z tych punktów, albo
przez dwa punkty jednakowego koloru, albo przez trzy punkty różnych
kolorów. Wyznaczyć wszystkie możliwe wartości n. (Problem autorski,
częściowe rozwiązanie w Matematycznym Kalendarzu Adwentowym 2021).
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