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Interesujaca nas historia jest na

str. 307-315.

Ponizszy zart pokazuje, ze mnozenie moze
si¢ okazaé trudniejsze od dodawania.
Noah sent his animals to “go forth and
multiply”, but a pair of snakes told him
“we can’t multiply, we’re adders!”.
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Rys. 1. Dodawanie i mnozenie ,,pod
kreska” liczb 1,284 i 2,117. Drugi

z algorytméw ma zauwazalnie wigkszag
ztozonosé

1,284
+2,117

3,401

Oprécz wzoru na iloczyn cosinuséw
zamianie mnozenia na prostsze operacje
moze stuzyé tozsamosé

@y = ((z +y)? — (z — y)?)/4. Oparta na
niej metoda (quarter square
multiplication) stala sie jednak popularna
dopiero duzo pézniej. Znajac stosunek
bohatera piosenki do trygonometrii

i algebry, mozna mieé¢ niemal pewno$é, ze
nie bylby on zadowolony z zadnego z tych
wzoréw.

01234 5 6 7 8 9 10 11
124816 3264 128 256 512 1024 2048

Rys. 2. Przodek tablic logarytmicznych:
tablica kolejnych poteg dwdjki. Podobne
ciagi s obecne w pracach Archimedesa,
byly tez regularnie publikowane w XVI
wieku, np. w Arithmetica integra
Michaela Stifela (1544)

Don’t know much about geography
Don’t know much trigonometry
Don’t know much about algebra
Don’t know what a slide rule is for

Od mnozenia
do dodawania
Michat MISKIEWICZ*

Od powstania piosenki Sama Cooke’a minety 64 lata. Wsréd dziedzin wiedzy,
ktore jej bohater wymienia jako swoje stabe strony, jedna w miedzyczasie
wypadla z programéw nauczania. Mianowicie, mlodszy Czytelnik ma pelne
prawo nie wiedzieé¢, do czego stuzy suwak logarytmiczny (slide rule). Warto
ten stan zmienié. W Delcie mozna juz bylto o suwaku przeczytaé w AS; i A7,
ale mysle, ze i tak warto powiedzie¢ kilka stéw o idei jego dzialania wraz

z historycznym kontekstem.

“Wonderful world”, Sam Cooke

Do czego zatem stuzy suwak logarytmiczny? Ot6z do tego, by zamiast dzialania
mnozenia mozna bylo wykonywaé¢ dodawanie. No dobrze, a dlaczego miatoby
nam na tym zalezeé (pomijajac zarty o rozmnazaniu zmij)? Jako odpowiedz
przytoczmy szkolne ,,dzialania pod kreska”, dla przyktadu przedstawione

na marginesie dla liczb 1,284 i 2,117. Widaé, ze mnozenie jest duzo bardziej
pracochtonne: dla dwéch liczb n-cyfrowych znalezienie sumy wymaga okoto

n operacji, a iloczynu — okoto n?2.

Jak mnozy¢, dodajac? Ta trudnosé dala sie we znaki astronomom XVI
wieku ze wzgledu na iloé¢ i doktadnos$é obliczen koniecznych w ich pracy.
Dla jej pokonania opracowali metode o nazwie prosthaphaeresis, od greckich
stéw oznaczajacych dodawanie i odejmowanie. Opierala sie¢ na tozsamosciach
trygonometrycznych, takich jak

cosa - cos f = (cos(a + ) + cos(a — fB)) /2,
oraz na uzyciu tablic trygonometrycznych. Tablice takie dobrze znaja
maturzyéci, poniewaz w trakcie egzaminu moga odczytywacé z nich wartosci
funkcji sin, cos, tg dla wielokrotnosci 1°; w XVI wieku byly jednak w uzyciu
tablice duzo dokladniejsze (np. co do sekundy katowej). A metoda wyglada
nastepujaco:

1. Odnajdujemy w tablicy nasze czynniki jako wartosci cosinusa. Ze
zrozumiatych wzgledéw nie znajdziemy tam 1,284 i 2,117, ale 0,1284 i 0,2117
juz tak — odpowiadaja one w przyblizeniu katom o = 82,623° i § = 77,778°.

2. Wykonujemy dodawanie i odejmowanie (stad wziela si¢ nazwa metody):
a+ [ =160,401°, o — 5 = 4,845°.

3. Odczytujemy przyblizone wartosci cosinusa tych katéw: cos(a + 8) = —0,94206,
cos(a — ) = 0,99643, a na koniec bierzemy $rednia: 0,027185. Ostateczny
wynik wymaga jeszcze przesuniecia przecinka: 2,7185.

Otrzymalismy w ten sposéb 1,284 - 2,117 ~ 2,7185, co moze nie zachwyca, ale
oczywiscie dokladnosé obliczen mozna dowolnie zwigkszad, siegajac po coraz
lepsze tablice.

Niedlugo pdzniej wymyslono tablice logarytmiczne, niejako szyte na miare
rozwazanego przez nas problemu. Jako bezpoéredniego przodka takich tablic
mozemy wskazaé tablice poteg dwéjki (na marginesie). Umozliwia ona szybkie
mnozenie liczb z drugiego wiersza tablicy. Przykladowo, iloczyn 32 i 64
mogliby$smy wyznaczyé pod kreska, mozemy tez jednak odczytaé z tablicy, ze
sg to potegi 2° i 26, daja wiec po wymnozeniu 2'' = 2048. Ponownie udato
nam sie oszukaé przeznaczenie i dodaé¢ zamiast pomnozy¢. Opisana metoda
ma jednak oczywista podstawowa wade: liczby w drugim rzedzie tablicy

nie s3 réwno rozmieszczone na prostej, a im dalej, tym odlegtosci miedzy

nimi wigksze. W rezultacie metoda jest mato praktyczna, bo w typowej
sytuacji nie znajdziemy w drugim rzedzie interesujacych nas czynnikéw, nawet
w przyblizeniu.

Kroétka historia logarytmu. Problem ten rozwiazali niezaleznie John Napier
(1550-1617) i Jost Biirgi (1552-1632), jednak ze wzgledu na pierwszenstwo
publikacji (1614 vs. 1620) to ten pierwszy wplynal na dalsze losy matematyki.
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https://deltami.edu.pl/1981/08/suwak-logarytmiczny-komputer-xvii-wieku/
https://deltami.edu.pl/2001/12/zrob-sobie-suwak-logarytmiczny/

n | 1,0001™
0 | 1,0000
1 | 1,0010
2 | 1,0020
3 | 1,0030

2499 | 1,28388
2500 | 1,28401
2501 | 1,28414
7499 | 2,11671
7500 | 2,11692
7501 | 2,11713
9999 | 2,71787
10000 | 2,71815
10001 | 2,71842

Rys. 3. Tablica logarytmiczna podobna
do oryginalnej tablicy Biirgiego. Napier
jako podstawe przyjal 1 — 1077, a wiec
liczbe mniejszg od jedynki

We wspélczesnym jezyku kinematyczny
opis Napiera sprowadza si¢ do réwnan
rézniczkowych

de o (d_
at " at =
z(0) =1, y(0) = 0.

. cody 1 .
Otrzymujemy z nich 52 = ——, a wigc po
uwzglednieniu warunkéw poczatkowych

y(z) = —In(z).

We wzorze (%) za liczbe x mozna przyjaé
dowolng liczb¢ zespolona, a tozsamosé

e® . e¥ = e Y (tzw. prawo grupowe)
nadal pozostaje w mocy. Funkcje cosinus
mozna zdefiniowa¢ (i tak si¢ zazwyczaj
robi!) jako cos(z) := (e'® + e '7)/2. Wzdr
na iloczyn cosinuséw nie jest wtedy
twierdzeniem geometrycznym, ale banalng
konsekwencjg prawa grupowego: obie
strony okazujg si¢ réwne o
i(eerzy e iTTI g gla—iy | g—iativy,

Pomyst jest prosty: aby liczby z drugiego wiersza byly gesciej (i réwniej)
rozmieszczone, nalezy jako podstawe wziaé liczbe blizsza jedynki, na przyklad
1,0001. Podnoszac te liczbe do kolejnych poteg, otrzymujemy dos¢ diuga
tablice, ktorej czesé jest przedstawiona na marginesie. Interesujace nas liczby
odnajdujemy w sensownym przyblizeniu na pozycjach 2500 i 7500, co po
dodaniu daje 10 000, wiec jako przyblizony iloczyn odczytujemy 2,71815. Tak
jak dla prosthaphaeresis, tak i tutaj doktadno$¢ mozna dowolnie zwigkszac.
Poraza za to prostota samej procedury — nic dziwnego, ze pomyst Napiera
upowszechnit sie jeszcze przed publikacja Biirgiego. Niedlugo p6zniej, gdzies
pomiedzy rokiem 1620 a 1630, wymy$lono suwak logarytmiczny, poreczne
narzedzie oparte na tablicy logarytmicznej. Ale o tym potem.

Wréémy na chwile do zagadnienia wigkszej dokladnosci. Jesli w ktéryms
miejscu po prawej stronie widzimy liczbe x, to liczbe po lewej nazywamy
logarytmem z x o podstawie 1,0001, co zapisujemy jako log; gg01 (z) — ponownie
nazwa pochodzi od dwdéch greckich stow, tym razem oznaczajacych stosunek
(logos) i liczbe (arithmos). Wynik w oczywisty sposéb zalezy od przyjetej
podstawy, i te zaleznoéé tatwo przesledzié, prébujac podstaw postaci 1+ 107F dla
kolejnych naturalnych k. Okazuje sie, ze przy zwiekszaniu k liczba log, -« ()
z grubsza wydluza si¢ o kolejne zera. Gdybysmy chcieli méc zestawiaé tablice

o réznej dokladnoéci, to warto umowic sie, ze wszystkie liczby w lewej kolumnie
podzielimy przez 10*, czyli obok = wpiszemy liczbe 10~F log,19-+(x). Dla
duzych k tak okreslona funkcja przybliza tak zwany logarytm naturalny,
oznaczany przez In(z). Jest to logarytm o podstawie e ~ 2,71828. Liczba e
nazywana jest liczba FEulera lub Napiera, albo tez — podstawa logarytmu
naturalnego!

Warto tu napomknaé, ze éw naturalny logarytm pochodzi od samego

Napiera. Chociaz swoja tablice wyznaczyl on poprzez potegowanie konkretnej
liczby bliskiej jedynce, to jako definicje logarytmu podal nastepujacy opis
kinematyczny, ponizej nieco tylko uwspotczeéniony. W chwili ¢ = 0 punkty z, y na
osi liczbowej sa odpowiednio w 1, 0 oraz maja predko$¢ jednostkowa — = w lewo,
a y w prawo. Przy tym predko$é¢ y jest stalta, a predko$é x jest proporcjonalna
do odleglosci od zera. Jako logarytm z x(¢) definiujemy wtedy —y(¢).

Z opisu tego rzeczywiscie wynika, ze y jest logarytmem naturalnym z x

(z minusem). Podnoszenie 1 — 10~7 do kolejnych poteg — to wlasnie robil Napier
— odpowiada dyskretyzacji problemu, czyli przyjeciu, ze predko$é z(t) zmienia sig
skokowo w odstepach czasowych At = 10~7. Zastosowanie dyskretyzacji sugeruje,
ze Napier byl swiadomy zbieznosci przy At — 0, co réwnowazne jest zbieznosci

(14 1)» — e przypisywanej. .. Eulerowi.

Dygresja o teorii Eulera. Obecnie typowy wyklad analizy matematycznej
nie odzwierciedla historycznego rozwoju tej dziedziny, a zamiast tego referuje
dokonania Leonharda Eulera (1707-1783). Wprowadzil on funkcje wykladnicza
zadang szeregiem

€T I2 Ig I4

(*) 6121+F+§+§+E+

lub réwnowaznie jako granice (1 + %)n przy n — o0o. Dowiddl, ze jest to funkcja
odwrotna do logarytmu naturalnego, czyli spelnione sg réwnosci e™*) =z (dla
x> 0)iln(e?) =y (dla y € R). W szczegdlnosci el to dokladnie e, natomiast e”
jest réwne n-krotnemu iloczynowi e - ... - e, i ogdlnie zachodzi wzér e - ¥ = 1Y,
Nie nalezy jednak daé si¢ zmyli¢: liczby takie jak V2 nie wymagaja od nas
v/2-krotnego mnozenia, a jedynie podstawienia 2 = v/2 do nieskonczonej sumy (x).
Funkcja e® to zatem co$ wiecej niz potegowanie. Ta uwaga niesie ze soba wiele
pozytecznych konsekwencji, miedzy innymi pozwala wyjaénié¢ rzecz nastepujaca.
Czy zdziwito wczeéniej Czytelnika, ze funkcja cos podobnie jak In ,zamienia
mnozenie na dodawanie”? Ot6z obie te funkcje sa spokrewnione z funkcja e”, co
wyjasnia ich magiczne wtasnosci — szersze wyjasnienie na marginesie.

Powrdt do suwaka. Zestawiajac razem dwie zwyczajne linijki, otrzymujemy
prosty przyrzad do dodawania. By dodaé¢ na nim liczby 3 i 1, przesuwamy linijki
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tak, by trojka pojawila sie nad zerem, a wowczas wynik odczytujemy powyzej
jedynki. Zgodnie z oczekiwaniami, wyszlo 4. Ale spéjrzmy na maltg modyfikacje:

20 21 22 2.‘} 2-1

j
| \ \ \ | |
I
1

i Z.adania

Przygotowat Dominik BUREK

Pod kazda etykieta na obu linijkach dopisaliémy dwdjke, w ten sposéb
podmieniajac ciag arytmetyczny 0,1,2, ... na ciag geometryczny 20,21, 22, ... Tak
jak w przypadku rysunku 2, dodawanie zamienilo sie na mnozenie poteg dwdjki,
u nas konkretnie: 8 - 2 = 16. Ta modyfikacja to wlasnie suwak logarytmiczny.
Oczywiscie standardowy suwak dla wygody uzytkowania uwzglednia na swojej
skali takie liczby, jak 1,2,3,..., a nie tylko potegi dwdjki. W tym kontekscie
naturalne jest pytanie: a gdzie te liczby umiesci¢?, na ktére odpowiedzig jest
wladnie logarytm: liczba y pojawia sie w odleglosci log(y) od poczatku linijki
(wybdr podstawy logarytmu jest tu drugorzedny). Ponizej widaé, jak mozna za
pomoca takiego przyrzadu pomnozy¢ liczby e!/4 ~ 1,284 i e3/4 ~ 2,117:

e~ 2,718
e/t 2,117
1 1,5 2 2,5 3 35 4
1,25 | 1,75 | 2,25 | 2|75 |3}25|3,75|
| | | | |
| | | | | | | |
1,2 1,75 2,25 | 2,75 | 3,2513,75
1 1,5 9 2,5 3 35 4

el/* ~ 1,284

Bohater piosenki Sama Cooke’a mial silne, choé¢ trudne do wyrazenia w stlowach
przekonanie, ze umiejetnosé dodawania jest wystarczajaca. Wystarczajaca
nie tylko do tego, by mnozy¢, ale tez by spelni¢ marzenie o odwzajemnionej
milosci. Lubie wiec mysleé, ze co nieco jednak wiedziat o naturze suwaka
logarytmicznego. Postuchajmy sami:

But I do know one and one is two

And if this one could be with you

What a wonderful world this would be

“Wonderful world”, Sam Cooke

Rozwigzania na str. |24

Przygotowal Andrzej MAJHOFER

M 1804. Dane sa tréjmiany kwadratowe fi(z), fa(z), ..., F 1111. Rozmiary katowe tarczy slonecznej
fa025() z tymi samymi wspétezynnikami przy x? oraz tymi obserwowanej z powierzchni Ziemi wynosza
samymi wspélczynnikami przy x, ale z réznymi wyrazami okoto 0,5°(przyblizony ,,pomiar” mozna
wolnymi. Kazdy z tych tréjmianéw ma dwa pierwiastki wykonaé¢ np. oceniajac, ile razy szerokosc¢
rzeczywiste. Niech x; bedzie jednym z pierwiastkow tréojmianu kciuka wyciagnietej reki jest wicksza od

fi(x). Jakie wartosci moze przyjmowaé suma

widzianej $rednicy tarczy slonecznej). Oszacuj

fa(z1) 4 f3(x2) + ... + fooos(w2024) + f1(T2025)? temperature powierzchni Stonca. Przyjmij, ze

$rednia temperatura powierzchni Ziemi jest

M 1805. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zlozone n takie, ze dla bliska 0°C.
dowolnego przedstawienia n na dwa czynniki catlkowite dodatnie

n = xy liczba x + y jest potega dwdjki.

F 1112. W naczyniu o objetosci V' znajduje
sie gaz pod ciS$nieniem py. Dysponujemy

M 1806. Dar}y jest (mn)-kat foremny. Wéréd jego Wierz?hqikéw pompka o objetosci skoku tloka réwnej v < V.
doktadnie m jest pokolorowanych na czerwono, a n na niebiesko Potrzebujemy zmniejszy¢ cisnienie w naczyniu

(zaden wierzcholek nie jest pokolorowany dwukrotnie). do wartodci p bez zmieniania temperatury
Udowodni¢, ze pewien odcinek, ktérego konce znajduja si¢ gazu. Ile ruchéw tloka musimy wykonaé

w czerwonych punktach, jest rowny pewnemu odcinkowi, ktérego i z jaka dokladnodcia osiagniemy wymagane
konce znajduja sie w niebieskich punktach. cignienie?
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