Jedno z nich, ASDURF, jest na przykiad produkowane w nadmiarze

w komorkach rdzeniaka zarodkowego, trudnego do zdiagnozowania nowotworu
dziecigcego. Jego nadprodukcja wydluza czas zycia komoérek nowotworowych.
Inne badania wskazuja na role mikrobiatek w rozwoju otytosci, raka trzustki

i w chorobach metabolicznych.

Co zatem stanowi esencje ,cztowieka” na poziomie czasteczek? Jako jedyny
gatunek, ktory jest w stanie analizowaé¢ wlasny genom, musimy wciaz zachowad
pokore dla ztozonosci rozwigzan natury i cierpliwie szuka¢ dalszych odpowiedzi.
Bo przeciez wiadomo bylo, Zze to nie moze by¢ proste. ..

Marta FIKUS-KRYNSKA

Artykul jest skrétem pracy z 45. edycji
Konkursu Uczniowskich Prac

z Matematyki im. Pawla Domanskiego.

Z pelng jej wersja mozna zapoznac si¢ na
stronie [deltami.edu.pl. Autor chcialtby
bardzo podzigkowaé dr. hab. Mariuszowi
Skalbie za opieke merytoryczna.

Strukture, ktérej elementy mozemy
dodawaé, odejmowadé, mnozy¢ i dzieli¢

z wyréznionymi elementami 0 (ktérego
dodanie nic nie zmienia) i 1 (mnozenie
przez ktére nic nie zmienia), nazywamy
ciatem. Cialem jest zatem zbioér liczb
rzeczywistych, wymiernych, lecz réwniez
opisany tu zbiér K.

Dla = € K liczbe o(x) nazywa sie czesto
sprzezeniem x.

Przedstawione tu wlasnoéci pozwalaja
nazwaé funkcje o automorfizmem
ciata K.

Odwzorowania addytywne i geometria
Franciszek HANSDORFER

Rozwazmy zbior
K={a+b/2:a,beQ}.

Do tego zbioru naleza zatem liczby 14 2v/2 czy % + %ﬂ Oczywiscie naleza
do niego wszystkie liczby wymierne (wystarczy wzia¢ b = 0), w tym liczby 0 i 1.
Ponadto jesli wezme dowolne dwie liczby z K, to ich suma i réznica réwniez
naleza do K. Tak samo jest z iloczynem, o czym przekonuje nas ponizsza
rOwnos¢:

(a4 bV2) - (c+ dV2) = (ac+ 2bd) + (be + ad) V2.
Operacja dzielenia tez nie wyprowadza poza K, w czego uzasadnieniu pomaga
szkolna sztuczka na pozbywanie si¢ niewymiernosci z mianownika:

a+bv2 _ (a+bv2)(c — dv/?2) _ ac—2bd n be — ad 3
c+dv2  (c+dV2)(c—dy2) =24 2 —2d>" "
Zdefiniujmy teraz funkcje o : K — K wzorem:
o(a+bv2) =a—bv2.
Przeksztalcenie o w ten sposéb zdefiniowane ma ciekawe wlasnosci. Zacznijmy
od tego, ze dobrze sie ono zachowuje ze wzgledu na dodawanie i mnozenie. Niech
r=a+bV2,y=c+dy2, gdze a,b,c,d € Q. Wtedy:
ox+y)=ocla+c+(b+d)V2) =a+c—(b+d)V2
=a—b/2+c—dV2=0(x)+0o(y),

olzy) =0 ((a + bV2)(c + d\/i)) = o(ac+ adv/2 + bev/'2 + 2bd)
=0 ((ac +2bd) + (ad + bc)\/i) = (ac + 2bd) — (ad + be)V/2
= (a = bV2)(c — dV2) = a(2)a(y).

Pokazalismy, ze o jest addytywna i multiplikatywna. Co istotne, zachowuje ona
elementy neutralne dodawania i mnozenia, czyli 0 i 1 — rzeczywiscie, ¢(0) = 0 oraz
o(l) =1

Chociaz o jest bardzo porzgdng funkcjg z algebraicznego punktu widzenia,
to z analitycznego punktu widzenia juz taka regularna nie jest. Wykazemy
mianowicie, ze o nie jest ciagta w zadnym punkcie. Przypomnijmy najpierw
definicje Heinego ciaglosci funkcji:
f jest ciggla w punkcie xo wtedy i tylko wtedy, gdy:
Y(zy): lim z, =z = lim f(z,) = f(z0).
n—oo n—oo
Niech wiec g = a + bv/2, gdzie a,b € Q.
Definiujemy teraz ciag , = a + bv/2 + (1 — v/2)". Poniewaz |1 — /2| < 1, wiec
lim =z, = a+b\/§:x0.

n—oo
Korzystajac z wlasnosci funkcji o, mamy:

o(ea) = o(a+ V2 + (1 VA)") =a— bV + (1 + V)"
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Rys. 2. Przeksztalcenie F' moze zamienié
wierzcholki tréjkata ostrokatnego na
rozwartokatnego. Na powyzszym rysunku

mamy P1 = (1+ 2,3+ v2), P, =
A+V2,1+ %), Py=(3+ 2,1+ 2)

Poniewaz 1 + /2 > 1, wiec ciag (o(z,,)) jest rozbiezny. Zatem:
o(zn) 4 o(xo).

Dowiedlismy wiec, ze o jest nieciagla w dowolnie wybranym punkcie zg € K.

Sprébujemy teraz zbadaé¢ funkcje o pod wzgledem geometrycznym. W tym celu
potrzebujemy odpowiednika funkcji o zdefiniowanego na ,ptaszczyznie”. Niech
wiec F : K2 — K? bedzie dla x,y € K okreslone wzorem:

F(z,y) = (o(z),0(y)).
Tak zdefiniowane F' ma bardzo ciekawe, paradoksalne wrecz, wlasnosci. Z jednej
strony F' jest bardzo nieregularne, bo wszedzie nieciagle, co wynika z wyzej
udowodnionej nieciagloéci o.

Z drugiej jednak strony F' jest bardzo regularne, gdyz jest addytywne. Otéz dla
T1,Y1, 22, y2 € K mamy:

F((z1,91) + (72,92)) = F(x1 + 22,91 + y2) = (0(71 + 22),0(y1 + y2))
= (o(z1) + o(z2),0(y1) + 0(y2)) = F(z1,y1) + F(z2,92)-

Analogicznie mozemy uzasadni¢, ze dla dowolnych «, z1,zo € K zachodzi
Fla- (z1,22)) = o(a) - F(x1,x2).

Co dla nas najwazniejsze, z geometrycznego punktu widzenia F' zachowuje
pewne podstawowe wlasnosci geometryczne. Po pierwsze, F' zachowuje
wspOlliniowosé punktéw. Wynika to z faktu, ze jesli X = (z1,22), Y = (y1,92)

i Z = (21,22) sa wsp6lliniowymi punktami z K%, to X - Y = a - (X — Z) dla
pewnej liczby a € K, a stad F(X) — F(Y) = o(a) - (F(X) — F(Z)). Dlatego
obrazami prostych (w obcieciu do K?) w przeksztatceniu F sa proste. Poniewaz
jednak funkcja o moze zmieni¢ znak lub zamieni¢ liczbe o module wiekszym od 1
na taka o module mniejszym od 1 (np. dla a = 1 + /2), obrazami odcinkéw nie
sg odcinki.

Ponadto F zachowuje réwnoéé odleglosci, czyli dla X,Y, Z, T € K? mamy:
(1) d(X,Y)=d(2,T) = d(F(X),F(Y))=d(F(Z),F(T)),
gdzie przez d(-,-) oznaczamy euklidesowa odleglo$é na plaszczyznie. Sprawdzenie
jest proste. Niech X = (z1,22),Y = (y1,92),Z = (21,22),T = (t1,t2). Poniewaz
d((z1,%2), (y1,y2)) = d((21, 22), (t1,12)), wige
(1 —21)? + (g2 — 22)% = (b — 21)° + (t2 — 22)°.

Do obu stron przyktadamy funkcje o:

(0(y1) — a(@1))? + (0(y2) — o(w2))? = (0(t1) — 7(21))% + (o(t2) — 0(22))2.

Zatem
d(F(X), F(Y)) =d(F(Z),F(T)).

To, ze F zachowuje réwno$¢ odleglosci, nie oznacza jednak, ze jest izometria.
Na przyklad dla punktéw P; = (1,14 v/2), Py = (2 4+ /2,2 + v/2),
Q1= (—1,14+v2),Qs = (0,2 + 2v/2) mamy d(P;, P;) = d(Q1,Q2). Ale na
mocy (1) mamy tez d(F(Py), F(P)) = d(F(Q1), F(Q2)), jednakze, jak mozna
zobaczy¢ na rysunku 1 (lub obliczy¢), d(Py, P2) # d(F(Py), F(P2)).
Poza tym F zachowuje prostopadlosé wektoréw. Niech X,Y, Z € K? i zalézmy, ze
xYXZ=90° czyli (X -V, X —Z) =0:
(z1 = y1) (1 — 21) + (22 — y2) (22 — 22) = 0.

Po przylozeniu funkcji o do obu stron otrzymujemy:

(o(21) = 0(y) (9(a1) — 0(21)) + (0(2) = 7(12)) (0(2) = 7(22)) = 0(0) = 0,
czyli

XF(Y)F(X)F(Z) =90°.

W ogélnoéci przeksztalcenie F' nie zachowuje jednak katow miedzy prostymi, co
ilustruje rysunek 2.

Przeksztatcenie F' godzi w sobie sprzeczne natury: dzikg nature analityczna
(nigdzie nie jest ciagle) i lagodng nature algebraiczno-geometryczna (jest
addytywne, zachowuje réwno$¢ odleglodci i prostopadios$é wektoréw). Zachecam
Czytelnika do wlasnych badan nad jego wlasnosciami!
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