Dlaczego elektrony nie spadajg na jadra atomowe?

Czyli o zwigzku fizyki kwantowej z analizg funkcjonalng
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Dlaczego elektrony nie spadajg na jedra atomowe? — to
pytanie byto jednym z wazniejszych zagadnien fizyki
XX wieku. Jak wiadomo, elektrony maja tadunek
ujemny, za$ jadra atomowe (dzigki protonom) tadunek
dodatni, wiec zgodnie z prawem Coulomba bardzo
chetnie sie przyciagaja, a jednak nie tacza sie i nie
tworza (w bardzo spektakularny sposéb) neutronéw.
Jedna z préb odpowiedzi na pytanie, dlaczego tak sie
dzieje, byl zaproponowany przez Ernesta Rutherforda,
a udoskonalony i rozpowszechniony przez Nielsa Bohra
ymodel planetarny”, wedlug ktorego elektrony krazyty
wokét jadra niczym planety wokél Stonca. Niestety

ta propozycja byla wadliwa z nastepujacego powodu:
ladunek, okrazajac jadro, podlega sile dosrodkowej,

a wiec porusza si¢ z przyspieszeniem, co zgodnie

z prawem Larmora oznacza, ze musi promieniowac, tzn.

przerabiaé energie na fotony. Co najciekawsze, Niels
Bohr byl w pelni swiadom tego problemu, poniewaz
Joseph Larmor opublikowal swoj wzér wigzacy emisje
promieniowania z przyspieszeniem tadunku pod

koniec XIX wieku, a wigc kilkanadcie lat wczesnie;j.
Aby rozwigzac ten problem, Bohr dodal nastepujacy
postulat: owszem, przyspieszane elektrony promieniuja,
ale wokol jadra atomowego istnieja ,,specjalne”

orbity, na ktérych elektron pozostaje stabilny i nie
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promieniuje, natomiast gdy zmienia te orbite, to musi
albo wypromieniowaé¢ energie réwng réznicy energii
odpowiadajacym orbitom (gdy przechodzi z wyzszej
orbity na nizsza), albo zaabsorbowaé energie réwna
wspomnianej réznicy (gdy przechodzi z nizszej orbity
na wyzsza). Tym sposobem zostalo upieczonych kilka
pieczeni na jednym ogniu. Po pierwsze, domknieto
model planetarny atomu, uwzgledniajac istnienie
jedynie okredlonych, stabilnych orbit elektronéw —

co zreszta Bohr juz wczeéniej przeczuwal. Po drugie,

w pewnym sensie udato sie pogodzié¢ ten model

z opisanym przez Einsteina efektem fotoelektrycznym,
ktory dotyczyl przekazywania energii elektronom
poprzez o$wietlanie ich $wiatlem. Wszystko pigknie

i tadnie, ale czy powyzsze obserwacje i zalozenia daja
sie wlozy¢ w jakie§ matematyczne ramy i czy mozliwe
jest uzyskanie tych samych rezultatow ,na papierze”?
Byl to do$¢ powazny problem, ktory udato sie rozwiazac
za pomoca nowo powstalej gatezi fizyki: mechaniki
kwantowej, ktérej formalizm jest Scisle zwiazany

z réwniez Swiezo upieczonag analizg funkcjonalna — warto
wspomnieé, ze jednym z ojcéw tej ostatniej byl wybitny
polski matematyk Stefan Banach. Co wiecej, rozwdj
mechaniki kwantowej byt motywacja do rozwoju wielu
aspektéw analizy funkcjonalnej, np. teorii operatoréw.

Rozwigzanie réwnania Schrodingera dla
atomu wodoru znajduje si¢ w kazdym
podreczniku wprowadzajacym do
mechaniki kwantowej, np. R.L. Liboff,
Wstep do Mechaniki Kwantowej,
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa
1987.

Jednostka ,,eV” oznacza ,elektronowolt”,
czyli wartos$é energii, jaka uzyskalby
pojedynczy elektron przyspieszony
napieciem jednego wolta.

Zjawisko ,wyrywania” elektronéw

z atoméw nazywa si¢ ,elektryzowaniem”
lub ,,jonizacja”. Uwalnianie elektronéw

z sieci krystalicznej poprzez Swiecenie,
czyli de facto dostarczanie energii za
pomoca fotonéw, to wlasnie wspomniany
wezesniej efekt fotoelektryczny.

Dla wyjaénienia, jak caly ten problem wyglada z teoretycznego punktu
widzenia, trzeba pare stéw napisa¢ o samej mechanice kwantowej. Ot6z

w mikroswiecie bardzo trudno jest méwié np. o potozeniu, dlatego uzywa

sie pojecia prawdopodobienstwa znalezienia danej czastki w danym miejscu.
Informacja o prawdopodobienstwie zakodowana jest w tzw. funkcji falowej.
Wtasciwa funkcje opisujaca dany uklad fizyczny znajduje sie, rozwiazujac
réwnanie Schrodingera. Niestety nie jest to wcale takie proste, niemniej

w przypadku atomu wodoru, ktérego jadro jest po prostu protonem, daje si¢ ten
problem rozwiazaé $cisle. Znalezione w ten sposéb rozwigzania (funkcje falowe)
numerowane sa liczbami naturalnymi i odpowiadajg pewnym wyrdznionym
(dyskretnym) poziomom energetycznym. Funkcje te opisuja wiec co§ w rodzaju
wyr6znionych orbit (zwanych orbitalami). Na tym mozna by skoriczy¢ caly
wywdd, ale okazuje sie, Zze sprawa jest o wiele ciekawsza. Przede wszystkim
dlatego, ze tylko dla atomu wodoru réwnanie Schrodingera daje sie analitycznie
rozwiazaé, gdyz dolozenie dodatkowych protonéw i elektronéw (by opisaé choéby
atom helu, ktéry ma dwa protony i dwa elektrony) diametralnie komplikuje
cala sytuacje, zatem trzeba sprobowaé ugryzé ten problem inaczej. Jak juz
bylo wspomniane, w przypadku atomu wodoru mamy dopuszczalne orbity

i odpowiadajace im energie, a doktadniej, im nizsza orbita, tym nizsza energia.
Warto wspomnie¢, ze wartos¢ tych energii jest ujemna, co odpowiada za

fakt ,zwiazania” elektronu z jadrem. Pierwszej orbicie odpowiada energia

E; = —13,6 eV, natomiast n-tej orbicie odpowiada energia E,, = E1/n?. Czyli
w miare wzrostu n energia zbliza sie do zera. Oznacza to, ze gdyby elektronowi
bedacemu na pierwszej orbicie dostarczy¢ energie +13,6eV (lub wicksza), to
stalby si¢ swobodny (lub ,ucieklby”) i pozostaloby samo jadro. Z punktu
widzenia problemu stabilno$ci atoméw najistotniejszy jest fakt istnienia
skoriczonej minimalnej energii £, nazywanej energig stanu podstawowego.
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Czytelnikéw zainteresowanych
matematycznymi niuansami tego
problemu zach¢camy do zapoznania si¢
z dodatkowymi materialami, ktére
udostepniamy na stronie deltami.edu.pl
Opisane sg tam pewne dodatkowe
szczegbly, ktore pozwola na wicksze
uscislenie naszych rozwazan.

Operator A dziala na funkcje¢ falowa

i w wyniku zwraca réwniez funkcje falowa.

Warto$é oczekiwana operatora A na
funkcji 9 jest zdefiniowana jako:

(A)y = /EAzp dedydz.

R3

Dla zaspokojenia ciekawosci Czytelnika

2
Dociekliwego dodamy, ze T' = — zhmA,
gdzie A oznacza laplasjan, h to
zredukowana stala Plancka, zas§ m jest

stalg o wymiarze masy.

Rzecz jasna znalezienie konkretnej
warto$ci infimum zdefiniowanego w (4)
to problem znacznie trudniejszy niz
wykazanie jego istnienia. Znajdowanie
tego typu infiméw to wazny temat
badawczy wspolczesnej analizy
funkcjonalnej.

Bardziej konkretnie, mozna sprawdzié, ze

(Hyy = [, (£ 192 + V[¢l?) dzdydz.

To wyrazenie dla ,dostatecznie
porzadnych” (czyli spelniajacych pewne
warunki) potencjaléw jest dobrze
okreslone dla funkcji ¢ nalezacej do
przestrzeni Sobolewa H'(R?)

Wtasnie ten aspekt jest kluczowy w opisie bardziej skomplikowanych ukladdow,
gdy niemozliwe jest Sciste wyznaczenie rozwiazania, natomiast daje sie
stwierdzi¢, ze energia nie moze by¢ mniejsza od pewnej skonczonej wartosci.
Istnienie takiego ograniczenia gwarantuje istnienie stanu podstawowego, co
nierozerwalnie wigze sie z tym, ze elektrony nie moga zej$é¢ nizej i spasé na jadro
atomowe.

Dalsza czeé¢ tego artykulu bedzie poswiecona matematycznemu sformutowaniu
problemu stabilnosci materii i szczegdlnie polecamy ja osobom znajacym
podstawy mechaniki kwantowej i analizy matematycznej, aczkolwiek osoby
niewtajemniczone réwniez zachecamy do zapoznania sie z tym zagadnieniem.

W mechanice kwantowej stan ukladu jest opisany wspomniana wcze$niej funkcja
falowa ¢ = ¥(z,y, z) (w dalszej czedci bedziemy pomijaé zapis argumentéw)

o wartosciach w liczbach zespolonych. Kwadrat modutu tej funkcji jest
rozkladem prawdopodobienstwa znalezienia elektronu. Calka z tego rozkladu
po calej przestrzeni musi by¢ rowna jeden, stad zadanie, aby funkcja falowa
spelniata réwnanie:

1/2

o ol = | [ 1ol dsagaz| =1,

R3
||| nazywamy normg funkcji ¢, przestrzenn wszystkich funkcji o skoriczonej
normie oznaczamy L?(R?). Nadmienimy tutaj, ze taka norma jest szczegdlnym
przypadkiem normy ||¢||,, w ktérej to funkcja ¢ jest calkowana z potega p,
a z wyniku wyciagany jest pierwiastek p-tego stopnia, dla p niekoniecznie
réwnego 2. Lada chwila zobaczymy, ze takie normy dla odpowiednio wybranych
wartosci p beda bardzo uzyteczne.

Przestrzen wszystkich funkcji o skonczonej normie to zbiér wszystkich
mozliwych stanéw uktadu kwantowego. W mechanice kwantowej méwimy

o operatorach na tej przestrzeni i ich wartoéciach oczekiwanych. Mierzalnym
wielko$ciom fizycznym w rozpatrywanym ukladzie (obserwablom) odpowiadaja
tzw. operatory hermitowskie na tej przestrzeni. Bez wnikania w szczegoty,

do naszych rozwazan wystarczy wiedzieé, ze warto$¢ oczekiwana operatora
hermitowskiego jest zawsze liczba rzeczywista (pomimo tego, ze funkcje

falowe maja wartosci zespolone). Warto$é oczekiwang mozemy uwazaé za
uéredniona warto$¢ wielu pomiaréw tej samej wielkoSci w tym samym stanie
ukladu. Szczegdlnie bedzie nas interesowata wartos¢ srednia energii, czyli
warto$¢ oczekiwana operatora energii H zwanego hamiltonianem. Najbardziej
powszechna jego postacia jest

(2) H=T+V,

gdzie T jest energia kinetyczna, z kolei V' jest energia potencjalna. W przypadku
atomu wodoru jest to potencjat Coulomba:

(3) V= . )
gdzie r = \/2? + y? + 22, za$ a to dodatnia stala o jednostce [J - m].

r
Mozemy teraz matematycznie sformulowaé problem stabilno$ci materii: pytamy,
czy energia, zdefiniowana jako warto$é oczekiwana hamiltonianu w stanie
(oznaczana jako (H),), jest ograniczona z dolu. Réwnowaznie mozemy zapytac,
czy posiada skonczone infimum, zwane tez kresem dolnym:

(4) Ey = lIdl)f<H>w > —00.

Okazuje sig, ze odpowiedZ na to pytanie, a nawet na nieco ogdlniejsze (tzn. dla

szerszej klasy potencjaléw niz potencjal Coulomba (3))), jest twierdzaca i mozna
ja uzasadni¢ juz za pomoca kilku narzedzi prezentowanych podczas niektérych

kursow z analizy matematycznej, co pokazemy ponizej.

Zgodnie ze wzorem (2) mozemy rozdzieli¢ wartos¢ oczekiwang (H), na czesé
kinetyczna i potencjalna jako

(5)
9

(H)yp = (T)y + (V)y.


https://deltami.edu.pl

‘W wymiarze d = 3 nieréwnosé¢ Sobolewa
glosi, ze ||[V|l2 = C|l¢]le dla pewnej
statej C' > 0.

Nieré6wnos$é Holdera méwi nam, ze

1£glls < I1/15llglly dla p i ¢ spelniajacych
1/p+1/q = 1. Tutaj wybieramy p = 3/2
iqg=3.

Dla potencjatu Coulomba rozktad (9)

o zadanych wtlasnosciach dostajemy,
biorac dostatecznie maly wycinek
przestrzeni wokét zera. Dla ogdlnego
potencjalu mozemy odwotaé si¢ do
twierdzenia o zbieznosci zmajoryzowanej.

Faktem jest, Zze energia kinetyczna jest nieujemna, co oznacza, ze gtéwna
przeszkoda w rozwiazaniu problemu dotyczy energii potencjalnej. Analiza
upraszcza sie jeszcze bardziej, poniewaz kazdy potencjal mozemy rozdzieli¢ na
czed¢ dodatnia Vi i ujemna V_ w nastepujacy sposob:

(6) V= Vi 4 (V)

gdzie V. i V_ sa funkcjami nieujemnymi. Nie bedzie wielkim zaskoczeniem
stwierdzenie, ze energia pochodzaca od V, jest nieujemna, co oznacza, ze

zasadnicza cze$¢ problemu ogranicza sie do badania wartosci oczekiwanej
odpowiadajacej czesci ujemnej potencjatu (V_)y.

Jak juz bylo wspomniane, energia kinetyczna jest nieujemna, jednak mozemy
uzyska¢ bardzo specyficzne i uzyteczne jej oszacowanie, wykorzystujac
nierownosé¢ Sobolewa. W efekcie dostajemy oszacowanie

(7) (T)y = cll¥ll3,

gdzie ¢ > 0 jest pewna stala, zas ||¢||¢ znowu oznacza norme funkcji ¢, lecz
inna niz poprzednio rozwazana norma [[t||2. Musimy wiec znalezé sposéb, zeby
oszacowaé warto$¢ oczekiwang ujemnej czesci potencjatu tak, aby réwniez

i w tym oszacowaniu pojawila sie norma ||¢||¢. Z pomoca przychodzi nam
nierownos¢ Holdera. Dzigki niej otrzymujemy oszacowanie

(8) (Vo)u < IV-llapallv 1,

a wiec oszacowanie z taka norma funkcji ¢, jaka chcieliSmy. Aby wykorzystaé
powyzsza nieréwnos¢, musimy jednak wiedzie¢, ze norma [|V_|[5/5 jest skoiiczona,
co nie jest prawda dla wielu potencjatéw. Co gorsza, nie jest to prawda dla
wspomnianego przez nas potencjalu Coulomba (3)), wiec powyzsze rozwazania
nie pozwalaja uzasadni¢ stabilnos$ci nawet atomu wodoru. Musimy wiec dziataé
sprytniej.

Remedium na te bolaczke okazuje si¢ nastepujaca sztuczka, ktora, co ciekawe,
pozwoli znaczaco zredukowaé zalozenie o funkcji V_. Zalézmy mianowicie, ze
funkcja V_ moze by¢ przedstawiona jako suma:

(9) Vo=Vi+Vs,

gdzie Vi ma skonczong norme [|Vi||3/2, a funkcja V5 jest ograniczona przez
pewny stata M > 0. Potencjal Coulomba (3)) daje sie przedstawié w powyzszej
postaci, co mozna sprawdzié¢, biorac V; jako czesé tego potencjatu lezaca

w otoczeniu zera, a jako V5 dopelnienie tej czesci. Co wiecej, powyzszy

rozktad funkcji V_ mozna wykona¢ tak, ze norma ||Vi||3/, bedzie tak mata,

jak tylko chcemy. Odbedzie si¢ to kosztem oszacowania stalej ograniczajacej
funkcje Vs, lecz dla naszego problemu nie bedzie to stanowilo przeszkody w jego
rozwigzaniu. W ostatecznym rozrachunku, biorac norme ||Vi||3/2 mniejsza niz
stala ¢ w oszacowaniu energii kinetycznej, otrzymujemy nieréwnosc:

(10) (H)y 2 (T)y = (Vo) = (e = [Vallsy2) [19llg — M > =M,

a zatem Fy > —M. Tym sposobem dowdd stabilno$ci materii zostal zakonczony.

Warto nadmienié, ze z matematycznego punktu widzenia istnienie skoriczonego
infimum Ej wcale nie implikuje istnienia konkretnej funkcji falowej zwigzanej
z ta energia! Moze okazaé sie, ze jest cala rodzina rozwiazan, dla ktérych
wystepuje ta sama energia (stan zdegenerowany), lub ze takie rozwiazanie

w ogdle nie istnieje, a znalezione infimum pelni role wartosci graniczne;j.

Powyzsze rachunki dotyczyty dosé prostych modeli materii, jak choé¢by atomu
wodoru. Pozostaje pytanie, czy mozna procedure badania stabilno$ci materii
uogdblni¢ do bardziej skomplikowanych uktadéw, jak atomy inne niz wodér
(gdzie trzeba uwzglednié¢ odpychanie si¢ elektronéw), krysztaly (gdzie pojawia
sie wiecej jader atomowych), a nawet materii relatywistycznej (gdzie energia
ma bardziej skomplikowang formule). Okazuje sig, ze jest to mozliwe, niemniej
trzeba wprowadzi¢ bardziej egzotyczne narzedzia matematyczne i bardziej zawite
nieréwnoéci, o czym autorzy maja nadzieje opowiedzie¢ w niedalekiej przysztosci.
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