Klub 44 M
1-44

Czotéwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiagzan zadan
891 (WT =1,36) i 892 (WT = 2,14)

z numeru 12/2024

Krzysztof Zygan Lubin
Andrzej Kurach Ryjewo
Janusz Olszewski Warszawa,
Michal Warmuz Zywiec
Marcin Kasperski Warszawa
Andrzej Daniluk Warszawa
Grzegorz Wigczkowski

Marek Spychata Warszawa
Marian Lupiezowiec Gliwice
Krzysztof Kaminski Pabianice
Piotr Wisniewski Warszawa
Krzysztof Maziarz Londyn

43,39
43,21
40,67
40,04
39,14
37,89
36,58
35,24
34,85
34,36
33,97
33,32

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z numeru 3/2025

Przypominamy tre$c¢ zadan:

897. Czworokat wypukly ABCD ma obwdd diugosci p oraz przekatne diugosci m i n. Punkt E jest
czwartym wierzchotkiem réwnolegtoboku ABCE. Udowodnié¢, ze DE < p —m — n.

898. Wyznaczy¢ wszystkie pary liczb naturalnych m,n > 1, dla ktérych wielomian

W(z) =a™ 4+ 2™ + 1 jest podzielny przez tréjmian T'(x) = z° + = + 1.

897. Na plaszczyznie zespolonej punkty A, B, C, D, E sa reprezentowane przez
liczby a,b, ¢, d, e (polozenie punktu 0 nie ma znaczenia). Mamy udowodnié¢
nieréwno$¢ p > m +n + DE,| czyli
(1) la—bl+b—cl+|c—d|+|d—a|>|a—c|+|b—d| +]|d— el
Przyjmijmy oznaczenia: a —b =2z, b —c=1y, c —d = z. Woéwczas
a—d=x+y+z a—e=y

(skorzystaliSmy z zalozenia, ze ABCE to réwnoleglobok);

e—d=(a—d)—(a—e)=xz+z.
Wprowadzamy te oznaczenia do (1) i dostajemy do udowodnienia nieréwnosé
(2) 2|+ [yl + 2| + |z +y + 2] = |z +y| + [y + 2| + |2 + 2.
Wobec jednorodnosci mozna przyjaé, ze  + y + z = 1 (ta suma nie moze by¢
zerowa, bo a # d). To sprowadza nieréwnosé (2) do postaci

ol + Iyl + 2] + 13 [1 = 2| + [1 2] + [1 - ]

Obie strony sa nieujemne. Podnoszac je do kwadratu, uzyskamy (do dowodu)
nieréwnos¢ rownowazna.:

B) Yl H2) eyl +2) el +1= Y (1w +2) |(1-2)(1-y)|

(symbol > oznacza sumowanie cykliczne w zmiennych x,y, z). Zauwazajac, ze
(1 -2)(1 —y) = zy + z, przeksztalcamy (3) do postaci kolejno réwnowaznych:

Sl +2) oyl +2) |2l +12) (1 —2Rex+ [*) +2>  |ay + 2;
22(\my|+|z|)+1 23—22Rex+22|xy+z|;
2> (lwyl+ |2 — loy + 2) = 2(1 = ) Rex),

Ostatnia nieréwno$¢ jest banalnie prawdziwa: lewa strona jest nieujemna,

a prawa jest réwna zeru, bo Yz = 1. To dowodzi stusznosci nieréwnosci we
wszystkich wezeséniejszych postaciach, wiec i tezy (1).

[Uwaga. Nieréwno$é (2) zachodzi dla kazdej tréjki liczb zespolonych, jak
pokazuje przeprowadzony rachunek. Kontekst geometryczny stuzy jako jej
interpretacja. Zbedne jest zalozenie wypuklosci czworokata; to moze by¢
dowolna linia tamana ABCD, nawet z fragmentami pokrywajacymi sie.
Proponujemy Czytelnikom, jako éwiczenie, rozpoznanie sytuacji, gdy (2) staje
sie réwnoscia.]

898. Tréjmian T rozklada sie na czynniki liniowe T'(z) = (x — o)(z — ), gdzie

a = —% + % 3i, 8= —% — % 3i. Zatem W dzieli sie przez T wtedy i tylko
wtedy, gdy dzieli sie przez (x — «) i (z — f8); réwnowaznie (tw. Bézout) — gdy
(4) W(a)=0, W(B)=0.

Istotne sa reszty z dzielenia m,n przez 3:

1 gdy m =0 (mod 3),
(5) o™ =qa gdy m=1 (mod 3), 1ipodobniea”, ™, 5"

B egdy m =2 (mod 3),
Jesli m dzieli sie przez 3, to W(a) = a™ +a” +1 =2+ a™ # 0, warunek (4)
nie jest spetniony; podobnie wykluczamy przypadek, w ktérym n dzieli sie
przez 3. Pozostaja m,n = 1,2 (mod 3). Latwo teraz ze wzoru (5) uzyskaé
ostateczna odpowiedz: warunek (4) (réwnowazny podzielnosci wielomianu W
przez T) jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy m = 1, n =2 (mod 3) lub
m=2, n=1 (mod 3).
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Klub 44 F Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

Rozwiazania zadan z numeru 3/2025

Przypominamy tresé¢ zadan:
794. Z soczewki skupiajacej o ogniskowej f = 50 cm i §rednicy D = 5 cm wyci¢to sSrodkowy pasek
o szeroko$ci 5 mm, a pozostale czesci zlozono ze sobg (rys. 1). W odleglosci z = 75 cm od soczewki
umieszczono punktowe zrédlo swiatta monochromatycznego S. Korzystajac z przyblizenia malych
katéw, znalezé maksymalng liczbe prazkéw obrazu interferencyjnego, jaka moze powstaé na ekranie
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F za soczewka. Dlugosé fali $wietlnej A =5 - 1077 m.
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
788 (WT = 2,37), 789 (WT = 1,99)
z numeru 12/2024

795. Izolowang metalowa, poczatkowo nienaladowana plytke oSwietlano w czasie 7 $wiattem
nadfioletowym. W wyniku tego z plytki wyleciata chmura elektronéw, ktérych predkosé poczatkowa
byta prostopadla do ptytki i miata wartosé vg. Catkowita liczba elektronéw, ktéore wyleciaty

Tomasz W}etecha (Tarn(’)/w) 18 -44+3,02 , jednostki powierzchni, wynosi n, elektron ma ladunek e i mase m. Znalezé grubo$é chmury h
Jacek Konieczny (Poznaii) 41,11 ;6 czasie t od zakoriczenia naswietlania (rys. 2).
Jan Zambrzycki (Bialystok) 4-31,23

Andrzej Nowogrodzki
(Chocianéw) 3-29,48

D Ia E D—a
xT
Rys. 1 Rys. 2
794. Soczewka z wycietym paskiem dzieli $wiatlo ze przeciecia promieni AS; i BSy. W odleglosci | od
zrodta S na dwie wiazki. Tam, gdzie wiazki przecinaja soczewki przekrdj tego obszaru jest najwickszy.

sie, mozemy obserwowaé prazki interferencyjne (rys. 3). W przyblizenin malych katéw w odleglosci L od

odcinka S7.S2 mozemy obserwowaé¢ N = |CD|/Ax
jasnych prazkow, gdzie Ax = AL/d jest szeroko$cia
prazka, a d to dtugo$¢ odcinka S7.55.

Gdy plaszczyzna obserwacji oddala sie od soczewki,
szerokos¢ prazkow maleje. Szerokos¢ obszaru przeciecia
wiazek ros$nie przed plaszczyzna CD, a nastepnie maleje
szybciej niz szerokos$é¢ prazka. Maksymalng liczbe
prazkow obserwujemy wiec w plaszczyznie CD.

Z podobienstwa tréjkatéw OCD i OF Fy:

a/QIf

Gorna czed¢ obcietej soczewki daje obraz S7 zrodta S |CD| =al/f, N = ald/fAL.
(promient AS] przecina réwnolegly do SA promien KO;  Z podobienstwa tréjkatéw S1S.C i AOC:
w punkcie M plaszczyzny ogniskowej). Obraz So I/L = (D —a)/2d.

zrodla w dolnej czesci soczewki lezy po drugiej stronie
osi uktadu i jest spdjny z S7. Obszar przeciecia
wiazek znajduje sie miedzy soczewka oraz punktem E N =a(D —a)/2f\ = 450.

Szukana maksymalna liczba prazkéw na ekranie:

795. Ptytka i chmura elektronéw tworza kondensator ptaski. Pole miedzy
okladkami ma natezenie E = % Na gérnej granicy chmury predkosé elektronéw

. .. . . i eE _ é*n s
wynosi vg, na dolnej ich przyspieszenie ma wartos¢ a = <> = ey Do chwili ¢

gorne elektrony przebeda droge hi = vo(7 4+ t), a dolne hy = vot — a—éz, stad
szukana grubo$¢ chmury:

Int? 2
hzhg—hl:’007'—|—l )

2m€0 ’
Po czasie ty = % dolne elektrony zaczna wracaé¢ na plytke, a gérne nie zmienia

swego ruchu, zatem dla czasu t > Qaﬂ grubo$é chmury h = v (t + 7).
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe
w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech, oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach, czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana.
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
w skali od 0 do 1 z dokladnoscig do 0,1. Ocene mnozymy przez znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl.

21



