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Macierza nazywamy tabliczke wypelniong
2 1

liczbami, np. 1 3

Regula dla mnozenia jest nastepujaca:
aby dosta¢ element na pozycji (2, ),
mnozymy skalarnie i-ty wiersz A z j-ta
kolumng B. Uwaga: mnozenie nie musi
by¢é przemienne:

(5 ) (5= (o )
G o6 )-=6"9)

W algebrze liniowej macierz A
interpretujemy jako odwzorowanie
liniowe z R? w R?, ktére przeksztalca
wektor (z,y) w wektor

(a1 + a12y, az1x + az2y). Wtedy
zdefiniowane tutaj mnozenie macierzy
odpowiada skladaniu odpowiadajacych
im odwzorowan.

Dla milo$nikéw tekstéw zawierajacych
madre slowa: oznacza to, ze macierze
2 na 2 tworza pierscien z jedynkaq.

W Swiecie macierzy jest tak jak

i w naszym: kamery skierowane sg tylko
w kierunku nielicznego grona
celebrytow. ..

Korzystajac z symetrii A, wzér na
Qa(x,y) mozna zapisaé oszczedniej jako
allzf + 2a127172 + a22w§, ale wzoér
przywolany w tekscie czytelniej wskazuje
na zwigzek z formag dwuliniowq:

a1121y1 + a12z1Y2 + a2122y1 + a22T2y2.

O znanych i lubianych nieré6wnosciach
(w niecodziennych okolicznosciach)

Stawomir DINEW*

»Szok! Piosenkarz X zmienil fryzure. Musisz to zobaczy¢!”. \Mamy to!

Aktorka Y sfotografowana bez makijazu. Wyglada niesamowicie!”. Tego typu
tytuly coraz czesciej spotykamy w Internecie. Okazuje sie, ze zwiekszaja

one tak zwana klikalnosé. Pokazuja takze nasze zainteresowanie zmianami,
choéby i powierzchownymi. W tym tekscie, idac za moda, wprowadzimy pewna
modyfikacje do klasycznych nieréwnosci matematycznych i przeanalizujemy, co
z niej wynika.

Czytelnik obeznany z literatura nieréwnosciows z pewnoscia zauwazyl, ze

gros tychze wynikéw zaczyna sie mniej wiecej tak: Niech x1,...,z, bedq
dodatnimi. .. Ot6z wszelkie nieréwnosci pomiedzy $rednimi (oraz wiele, wiele
innych) zachodza wylacznie dla liczb nieujemnych. No wlasnie. ..

W tym tekscie anonsowana modyfikacja bedzie polega¢ na zamianie liczb
dodatnich na pewna klase macierzy — ograniczymy sie tylko do macierzy
wymiaru 2 na 2. Ale jak poréwnaé dwie macierze? — zapyta pewnie Czytelnik.
Po kolei.

Zacznijmy od podstawowych operacji i wlasnosci. Majac dwie macierze:
A= (gt ak2)oraz B = (lg; 2;2), mozna je dodaé (badZ odjaé¢) komdrka po
komdrce, czyli symbolicznie:

aiy £ bu

a12 + b1
A +B:= .
<a21 + bo1 >

a2z £ bao
Mnozenie jest nieco trudniejsze. Stosowny wzér wyglada nastepujaco:
A.B— (anbn + ai2ba1  anbiz + 012b22) .
a21b11 + azaba1  az1biz + azebaa
A nie lepiej wymnazacé komdrka po komdrce? — zapyta Czytelnik. Ot6z takie,
a nie inne reguly gry narzuca nam dzial matematyki o nazwie algebra liniowa.

Mamy juz trzy z czterech podstawowych dzialan arytmetycznych. Co
z dzieleniem? Tak samo jak w przypadku liczb, nie zawsze da sie je wykonac.
Warunkiem koniecznym i wystarczajacym istnienia macierzy odwrotnej
do macierzy A = (k! g12) jest, by wyznacznik macierzy A, dany wzorem
det A := ay1a00 — a12a99, byl niezerowy. Wtedy
a12>
a1l

- 1 a22
A7t =
det A (azl
(mnozenie macierzy przez liczbe wykonujemy, mnozac kazda komoérke przez te
liczbe).

Jak latwo zauwazyé¢, AA™' = A71A = (} ) =: I. Macierz I odgrywa w naszym
Swiecie role jedynki, pomnozenie przez nia (z kazdej strony) nic nie zmienia.

No dobrze, ale poki co mamy samg algebre. Gdzie tu nieréwnosci? Aby przejéé
juz do meritum, bedziemy rozpatrywa¢ wylacznie macierze symetryczne, czyli
takie A, dla ktérych a1o = aso;.

Definicja: Mowimy, ze symetryczna macierz A jest dodatnio okreslona
(i piszemy A > 0), jezeli a1 + ag2 > 0 oraz det A > 0.

Moéwimy, Ze macierz jest nieujemnie okreslona (i piszemy A > 0), gdy w powyzszej
definicji nieréwnosci ostre > zamienimy na nieostre >. Ogdlniej mamy A > B,
gdy A— B >0,oraz A> B,gdy A— B > 0.

Inny (réwnowazny) sposéb zdefiniowania nieréwnosci A > 0 wykorzystuje tzw.
formy kwadratowe: A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy forma kwadratowa zwigzana
z A, czyli przeksztalcenie R? — R dane wzorem

2 .
R 3 (21, 22) — a112121 + 12T1%2 + G21T2%1 + GooXax2 =: Qa(z1,22) € R



Jak Czytelnik zapewne zauwazyl,
dodatnia okreslono$é jest niezwykle
podobna do wtasnosci iloczynu
skalarnego. Mozna wigc powiedzieé, ze
A > 0, o ile A zadaje uogélniony iloczyn
skalarny na R2. Sprawdzenie
réwnowaznosci definicji A > 0
pozostawiamy Czytelnikowi.

Ogdlniej, dla funkcji f o wartosciach
rzeczywistych macierz f(A) definiujemy
wzorem znajdujacym sie w tekscie obok,
o ile tylko Ay oraz As naleza do
dziedziny f.

spetia dla kazdego (z1,22) € R? nieréwno$é Q4 (z1,z2) = 0. Jezeli ponadto
réwnosé zachodzi tylko dla (x1,z2) = (0,0), to A > 0. Latwo stad wywnioskowad,
ze suma dodatnio okreslonych macierzy jest dodatnia.

W praktyce przydatny jest nastepujacy standardowy zestaw faktéw z algebry
liniowej, ktory Czytelnik Zaciekawiony moze potraktowaé jako ambitne zadanie:

Zestaw faktow

1. Dla dowolnej macierzy symetrycznej A wymiaru 2 na 2 istnieje kat « € [0, 27)
oraz takie liczby Ay, As, Zze A ma przedstawienie

cosa —sina A0 cosa  Sina
A=, . .
sina  cosa 0 A, —sina cosa
Ta groznie wygladajaca formutka mowi nam, ze A jest diagonalna
z doktadnoscia do obrotu.

2. Zachodzi A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy we wzorze powyzej Ay, A > 0.
Podobnie A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A, A2 > 0.

3. Dla dowolnego wielomianu p(z) zachodzi

(4) = cosa —sina\ (p(4;1) 0 cosa  sina
P = \sina cosa 0 p(Ay)) \—sina cosa)’

przy czym warto$é p(A) definiujemy, wstawiajac macierz A w miejsce
zmiennej z i zwyczajne mnozenie zamieniajac na mnozenie macierzy. Uff, dos¢
juz definicji! Przejdzmy do czego$ konkretnego. Zastanéwmy sie, wzorujac sie
na liczbach, czy dla dowolnej macierzy symetrycznej 2 na 2 zachodzi A2 > 0.
Mozna to sprawdzié¢ z definicji (Czytelnik zechce potraktowaé to jako kolejne
¢éwiczenie) lub skorzystaé z podanych faktéw. Mianowicie, biorac rozklad A
podany powyzej, otrzymujemy

A2 — <cosa —sina) <A% 0 ) < CoS @ sina)
~ \sina  cosa 0 A3)\-sina cosa)’
Skoro wiec wyrazy na przekatnej macierzy posrodku sa nieujemne jako kwadraty,
to mamy A% > 0.

A jak bedzie z eA? Czy zawsze zachodzi e > 07 TAK, z tego samego powodu!
A czy In(A) >0, 01ile A— (3 9) > 0?7 OdpowiedZ znowu jest pozytywna, ale po
drodze trzeba skorzystaé z rownosci zachodzacej dla kazdego kata «

cosa —sina 1 0 cosae sina) (1 0
(Sina cos o ) (O 1) (— sin a cosa) n (O 1)'
Wyglada na to, ze péttorej strony dotychczasowych modyfikacji doprowadzito
tylko do znanych nam z analizy nieréwnosci. Troche to nudne. .. ale nie
poddajemy sie! Wezmy na warsztat odpowiednik znanej liczbowej nieréwnosci
A2 > B? oile A> B > 0. Czy jest ona prawdziwa? Otéz. .. NIE! Wezmy
A= (12025), B= (3 2024) Wtedy

(11 s o [ 2 202
A_B_(l 1)20’ ale A= B _<2026 4050)20’

bo 2 - 4050 — 20262 jest (bardzo) ujemne.

Oznacza to, ze A — A? nie jest funkcja monotonicznie rosnaca dla macierzy

nieujemnie okre§lonych. A jak to wyglada dla innych poteg? Czedciowej

odpowiedzi na to pytanie dostarcza nieré6wnosé¢ Lownera—Heinza:
Ype(0,1], A>B>0 = AP > BP.

Nier6wnos$é Lownera—Heinza nie posiada (znanego mi) krétkiego i jednoczesnie

elementarnego dowodu. Gléwna trudnos¢ wynika oczywiscie z tego, ze kat a

dla A i odpowiedni kat dla B nie muszg by¢ tozsame.

Przejdzmy wreszcie do deseru, czyli do klasycznych nieréwnosci pomiedzy
grednimi. Czy na przyklad dla A, B > 0 zachodzi

1(A+B)</3(42+B%) ?
Policzmy:

1(A*+B*) - (3(A+B))*=3(4+B*-~AB-BA)=1(A-B)*>0
i nieréwno$¢ Lownera-Heinza dla p = 1 da nam (pozytywna) odpowiedz.
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Warto tez zastanowi¢ sie nad sytuacja
jednowymiarowa: jaka jest najmniejsza
warto$é funkcji f(z) = az? + b(1 — )? dla
dodatnich a oraz b?

Dla przyktadu: iloczyn

(2@ =69

nie jest symetryczny.

A jak bedzie z nieréwnoscia pomiedzy $rednia arytmetyczng a érednig
harmoniczna? Pytamy o nieréwno$é

VAB>0, 2A4'+B ) '<i(A+D).
Okazuje sig, ze rowniez i ta nieréwnosé jest prawdziwa. Aby to wykazaé,
potrzebujemy nastepujacego wzoru:

Qa-14p-1-1(21,22) = min {Qa (w1, 22) + QB (y1,12) },
gdzie minimum brane jest po wszystkich mozliwych wektorach (z1,z2), (y1,y2)
spelniajacych (x1,z2) + (y1,¥2) = (21, 22). Uzbrojeni w te tajemna wiedze
zauwazmy, ze wystarczy pokazaé nierownosé

V (21,22), Qaa—14B-1)-1(21,22) < Qratp) (21, 22).

Ale rozkladajac (21, 22) jako sume 3 (21, 22) + 2 (21, 22), dostaniemy

Qua—14B-1)-1(21,22) < Qal21,22) + Qp(21,22) = QarB(21, 22),
co konczy dowdd.

Na koniec ciekawostka (a wlasciwie to ploteczka): znana nam celebrytka
w krainie nieréwnosci — $rednia geometryczna — jest niezwykle kaprys$na
w naszym nowym $wiecie. Problem polega na tym, ze iloczyn AB dwd6ch
symetrycznych macierzy wcale symetryczny byé¢ nie musi.

Problem ten mozna rozwiazaé¢ na rézne sposoby, dostajac rézne Srednie
geometryczne. Jednym ze sposobéw jest wziecie

InA+InB
p -5 )

Da nam to macierz symetryczng (dlaczego?), niestety z pewnymi
mankamentami. Okazuje sie, ze najlepszym wyborem (dla A, B > 0) jest srednia
AﬁB — A1/2(A71/23A71/2)1/2A1/2'

Ten wzdr, uczciwie piszac, nie wyglada elegancko — na pocieszenie warto
wspomnieé, ze dla trzech czy wiecej macierzy ich érednia geometryczna wyglada

uz uz rzej. . . rak ur nadrabia innymi walorami, np. z V/
duzo, duzo gorze Za to brak urody nadrabia alorami, achod
jakze oczekiwane nieréwnosci:

247"+ B ) ' < AIB< $(A+ B).
Informacje o tym i o wielu innych wynikach dotyczacych analizy na macierzach

Czytelnik znajdzie w ksigzce F. Hiai, D. Petz: Introduction to Matriz Analysis
and Applications. Zycze milej dalszej lektury!

i Z.adania

Rys. 1

mieszanina h
P
Rys. 2

Rozwigzania na str. |24

Przygotowat Dominik BUREK

M 1822. Rozstrzygnad, jaka jest najwieksza mozliwa liczba roztacznych
pentomino w ksztalcie plusa (rys. 1), ktére mozna polozyé na szachownicy 8 x 8
tak, by boki pentomino byly rownolegte do bokéw szachownicy.

M 1823. Udowodnié, ze dowolny wielokat wypukly mozna podzieli¢ na trapezy
réwnoramienne.

M 1824. Dany jest ciag (an)n>1 zdefiniowany przez warunki a; = 1 oraz
Qop = Ay 1 AG2p+1 = ap + apy1 dla n > 1. Udowodnié, ze kazda liczba wymierna
dodatnia wystepuje doktadnie raz w ciagu ( dn

An 41 )n}l'
Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1123. W naczyniu o ksztalcie $cietego stozka (rys. 2) poczatkowo znajduje sie
jednorodna mieszanina dwéch cieczy o réznych gestosciach. Po pewnym czasie
ciecze rozdzielaja sie i lzejsza (o mniejszej gestoscei) zbiera sie¢ w gornej czesci
naczynia. Czy w wyniku tego procesu zmienia si¢ ciSnienie na dno naczynia?
Przyjmujemy, ze catkowita objetosé cieczy przed i po ich rozdzieleniu pozostaje
niezmieniona. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

F 1124. Oszacuj, jakiej érednio energii, €, potrzeba do ,wyrwania” pojedynczej
czasteczki z powierzchni (cieklej) wody. Cieplo parowania wody wynosi

L = 2257 J/g, masa atomowa wodoru pug = 1 g, masa atomowa tlenu uo = 16 g,
a stala Avogadro: N = 6,022 - 1023,
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