Tabliczka mnozenia
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Tablice trygonometryczne, logarytmiczne, astronomiczne czy tablice liczb

Inspiracja do napisania niniejszego
artykulu byta fascynujaca historia tablic
matematycznych przedstawiona w [1].
Zainteresowanym tablicami liczb losowych
polecam réwniez lekture [2].

losowych w czasach przedkomputerowych petnilty role swoistej konserwy,

w ktérej zakumulowano wysitek wielu rachmistrzéw. Kopciuszkiem w tym gronie
byta tabliczka mnozenia. Okazalo sig, ze w XX wieku stawne tablice przestaly
by¢ potrzebne, a tabliczke mnozenia czekala catkiem nowa i nieoczekiwana rola.

Tabliczka mnozenia. Kwadratowa tabliczka mnozenia — taka, jaka znamy,

1 2 ... 9|1
2 4 ... 18| 2
9 18 ... 8| 9
1 2 ... 9

zawiera wyniki mnozenia przez siebie liczb od 1 do 9. Dzieki jej zapamietaniu
(to ta konserwa rachunkowa, ktéra pozostaje w glowie na cale zycie) mozna
opanowa¢ mnozenie pisemne dwdch dowolnych liczb. I nie wydaje si¢, aby do
czego$ wiecej mozna bylo takiej tabliczki uzyc.

Bedziemy interesowaé si¢ tablicami T' = [¢;;]
o I wierszach i J kolumnach, sktadajacymi sie z liczb
rzeczywistych dodatnich. Powiemy, ze tablica T'
jest tabliczkqg mnozenia TM (w, k) o czynnikach:
wierszowym w = [wy, wa, ..., w;] i kolumnowym
k = [k‘l, kg, . 7]€J}, gdy

tij :wik‘j dla iZl,Z,...,I,jZ 1,2,...,J.
Nietrudno zauwazy¢, ze tablica

14 28 56 112 210 700 1400

T, =
! 13 26 52 104 195 650 1300

jest tabliczka mnozenia:

14 28 56 112 210 700 1400
13 26 52 104 195 650 1300
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Liczby w powyzszej tabliczce zostaly wybrane
nieprzypadkowo. Tabliczka mnozenia 7T okazuje sie
przyzwoitym przyblizeniem tabeli aktualnych rekordéw
Swiata kobiet i mezezyzn w biegach (wyrazonych

w sekundach):

To =

10,49 21,34 47,60 113,28 230,07 846,62 1741,03
9,58 19,19 43,03 100,91 206,00 755,36 1571,00
100 m 200m 400 m 800 m 1500 m 5000 m 10000 m

kobiety

mezczyzni

Zwiazek tablic T i TM(w, k) wygodnie jest przedstawié
w postaci reprezentacji resztowej T wzgledem
TM(w, k): -

R|w
k

T =

Elementy r;; tablicy resztowej R = R(w, k) wyznaczone
sa z warunku t;; = 7;;w;k;.

Reprezentacja resztowa T wzgledem 77 ma,
z doktadnoscia do 0,001, postaé

0,749 0,762 0,850 1,011 1,096 1,209 1,244 |0,14
0,737 0,738 0,828 0,970 1,056 1,162 1,208 | 0,13
100 200 400 800 1500 5000 10000
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Rzecz jasna, nie kazda tabela jest tabliczka
mnozenia. Z definicji wynika, ze dowolne dwa jej
wiersze musza by¢ proporcjonalne, czyli stosunek
odpowiadajacych wyrazéw tych wierszy musi by¢
staly (i réwny stosunkowi odpowiednich wyrazéw
czynnika kolumnowego). W takim wypadku méwimy
o jednorodnosci wierszy. Gdyby w tabeli rekordéw

w biegach Ty wystepowala jednorodnosé wierszy, to
wyniki mezczyzn bylyby proporcjonalne do wynikéw
kobiet. W rzeczywistosci wiersze sa prawie jednorodne.
Stosunek czasu mezczyzn do czasu kobiet jest niemal
rowny na wszystkich dystansach:

10,913 0,899 [ 0,904 [ 0,891 [ 0,895 | 0,892 | 0,902

1500 m 5000 m 10000 m

100 m 200 m 400 m 800 m

Tabeli rekordéw nie mozemy zatem przedstawié¢

jako tabliczki mnozenia. Jednorodno$¢ wierszy

jest jednoczes$nie warunkiem dostatecznym — jesli
wystepuje, jesteSmy w stanie dobra¢ czynniki wierszowy
i kolumnowy, by uzyska¢ dana tablice jako tabliczke
mnozenia. W analogiczny sposob mozemy zdefiniowaé
jednorodnos$é kolumn, ktéra rowniez jest warunkiem
koniecznym i dostatecznym do tego, by dana tablica
byla tabliczka mnozenia.

Przedstawimy teraz nieco bardziej skomplikowane
kryterium, ktéremu jednak bedziemy mogli nada¢
pewien statystyczny charakter. Oznaczmy:

tin +tig + .+ tig = tig,

bt +toj 4.+t =ty

I J
St
i=1 j=1
Mozna pokazac, ze tabela T jest tabliczka mnozenia
wtedy i tylko wtedy, gdy
tisty:
(1) tiy = =L
++
Warunek ten nazwiemy kryterium multiplikatywnym.
PrzesledZmy je na nastepujacym przykladzie.
Wylosowano 600 studentéw Uniwersytetu Delaware
i zanotowano ich kolor oczu i wloséw.

dla kazdego i, j.



W naszej tabeli t11 = 68, t14 = 108,
ty1 = 220, t4 4 = 592 oraz

68 108 220

592 592 592°

Liczba y jest $rednig (Srednig

De Morgana) zbioru liczb

{z1,z2,...,2,} wzgledem lacznego

i przemiennego dziatania ®, jesli
T1I®T2® ... BT, =y®Y®...®y (n razy).
Srednia geometryczna jest zatem Srednia
wzgledem mnozenia.

Dla logarytmicznej funkcji skalujacej

z(a, b) = log (max(%7 2))

= |log(a) — log(b)| .

OCzZY
WLOSY
brazowe niebieskie szare zielone
czarne 68 20 15 5
szatynowe 119 84 54 29
rude 26 17 14 14
blond 7 94 10 16

Gdyby to byla tabliczka mnozenia, to musialaby zachodzié¢ réwnosé (1)),

rownowazna rownosci

@) fr eyt
++ ++ U++

jest oszacowaniem prawdopodobienstwa wystapienia

dla kazdego i, j.

ti+
Lyt

. , t .
i-tego koloru wloséw,
Doty
. 5 tij . . . .
j-tego koloru oczu, zas - prawdopodobienistwa jednoczesnego wystapienia

ty
koloréw ¢ oraz j.

Zwrbéémy uwage, ze

oszacowaniem prawdopodobienistwa wystapienia

Warunek (2)) oznacza, ze prawdopodobienistwo jednoczesnego wystapienia
koloru wtoséw i oraz koloru oczu j jest iloczynem ich prawdopodobienstw.

W rachunku prawdopodobienstwa taki warunek oznaczalby niezaleznos$¢ koloru
oczu i wloséw. W tym przypadku warunek ten nie jest spelniony — nie mamy
zatem do czynienia z tabliczkag mnozenia.

Jak daleko od tabliczki mnozenia? Tabela rekordéw w biegach i tabela
koloru oczu i wloséw nie s tabliczkami mnozenia. Wszystkie symptomy
wskazuja jednak, ze tabela rekordéw jest bardzo podobna do jakiejs tabliczki
mnozenia — tabela koloréw nie wydaje sie podobna do zadnej. Jak to zmierzy¢?

Zréznicowanie z(T,U) tabel T'1 U o tych samych rozmiarach I x J zdefiniujemy
jako $rednie zréznicowanie z(t;;, u;;) ich elementéw. Naturalna érednia w tym
przypadku jest $rednia geometryczna. Wynika to z faktu, ze mnozenie jest
dzialaniem naturalnym dla tabliczek mnozenia, a srednia geometryczna g liczb
T1,...,Ty Spelnia xq - x9 - ...z, = g™

Samo za$ zréznicowanie z(a,b) dwoch liczb dodatnich a i b powinno spelniaé
warunki:

1. Symetria: z(a,b) = z(b, a);

2. Niezalezno$é od wyboru jednostek: dla kazdego s > 0, 2(a, b) = z(sa, sb);

3. Monotoniczno$é: funkcja f: [1,00) — R okre$lona wzorem f(a) = z(a, 1) jest
rosnaca.

Funkcje f z warunku 3 bedziemy nazywaé funkcjq skalujgcg. Latwo jest wykazad,
ze zréznicowanie z(a, b) wyraza si¢ wzorem

2(a,b) = f(max(Z, Z))

Oczywistym, najprostszym wyborem funkeji skalujacej f jest f(a) = a. Wtedy

z(a,b) = max(z, Z)

Liczba z(a, b) jest wéwczas wielkoscia korygujaca a tak, aby przez pomnozenie lub
podzielenie przez nia otrzymadé b. Wlasnie takie okreslenie zréznicowania z(a, b)
przyjmujemy w dalszej czesci tekstu.

Zréznicowanie z(T, TM(w, k) = ([T, [1; 2(t, w;k;))*17 mozna wyrazié poprzez
tabele resztowa

A1 TM (w, k) = =(Rw, k). ) = (T] T

)

)1/IJ

gdzie J jest tablica jedynek rozmiaru I x J, a z(r;;,1) = max(n-j,r;jl).
Zroznicowanie tablic Ty i Th z pierwszego przyktadu jest réwne

2(To, Ty) = 1/0,74971.0,76271 - ... - 1,208 ~ 1,19,

co oznacza, ze $rednia korekta elementéw 77, aby otrzymaé Ty, wynosi 19%.
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Metode przeksztaltcenia tabeli danych tak,
aby spelnita ten warunek, zwang
wygladzaniem medianowym (ang. median
polish), wykorzystal w analizie
statystycznej John Tukey (1915-2000).
Analiza ta prowadzona jest w jezyku
addytywnym, a nie multiplikatywnym,
jak w naszym przypadku.

Okazuje sie, ze w tym wypadku druga
reprezentacja jest optymalna.

Reprezentacja optymalna. Tabliczke mnozenia najbardziej podobna do danej
tabeli T' nazywamy optymalng reprezentacjq T.

Innymi stowy, reprezentacja optymalna tabeli T jest tabliczksg mnozenia
TM (wo, ko) spelniajaca warunek

Z(Ta TM(’IU(), kU)) < Z(Tv TM(’UJ, k))a
réwnowaznie

Z(R(’wo,ko),j) < Z(R(w’k)u7)7

dla dowolnych w i k. Liczbe Ind(T") g 2(T, TM(wo, ko)) nazywamy indeksem
tabeli T.

Tablica resztowa optymalnej reprezentacji T' jest najbardziej podobna do tablicy
jedynek J sposrod wszystkich reprezentacji T'.

Optymalna reprezentacja resztowa tabeli Ty rekordéw w biegach to

0,992 1,000 0,997 1,005 1,002 1,004 0,998 | 21,340
1,008 1,000 1,003 0,995 0,998 0,996 1,002 | 19,190
0,495 1,000 2,236 5,283 10,758 39,517 81,725

Indeks tabeli T jest réwny 1,0033. Rekordy kobiet i mezczyzn na wszystkich
dystansach sa praktycznie takie same z dokladnoscia do ,efektu plci”
21,34/19,19 ~ 1,1120. Efekt ten oznacza, ze kobiety maja dluzszy $rednio o 11%
czas biegu na kazdym dystansie.

Powstaje naturalne pytanie, jak rozpoznaé¢ optymalna reprezentacje danej tabeli?
Do sformulowania warunku koniecznego potrzebne jest pojecie mediany.

Mediana ciagu x = (21,2, ...,x,) jest liczba m o tej wlasnosci, Ze co najmniej
potowa elementéw x spelnia warunek x; < m i co najmniej potowa — warunek
x; 2 m. Gdy liczba n jest nieparzysta, to mediana jest wyznaczona jednoznacznie,
gdy parzysta — mozliwe warto$ci mediany tworzg przedzial domkniety.

Mozna pokazaé, ze dla dowolnego ciagu liczb dodatnich = = (21,22, ...,2,)
$rednia geometryczna {/[]"_; z(x;, m) osiaga warto$¢ minimalng tylko wtedy,

gdy m jest mediang zbioru. Obserwacja ta jest podstawa ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie. Warunkiem koniecznym na to, by tabliczka mnozenia T M (wo, ko)
byla optymalng reprezentacjg T, jest to, aby liczba 1 nalezala do mediany
kazdego wiersza i kazdej kolumny tabeli resztowej R(wo, ko).

Warunek ten nie jest dostateczny. Tabela

5 11
T=|15 4 3
10 2 4

ma dwie reprezentacje spelniajace warunek konieczny:

4/3 1 1 |1/4 1 1 11

1 1 3/4| 1| |1 4/3 1|3
=1y 3/4 3/212/3| |1 22

15 4 4 5 1

Zréznicowanie pierwszej reprezentacji T, rowne {/ %, jest wieksze od

zroznicowania {/ 29—4 drugiej reprezentacji. Tak wiec pierwsza nie jest
reprezentacja optymalna.
Warunek konieczny jest rowniez dostateczny, gdy T' lub jej transpozycja jest

rozmiaru 2 X n, 3 X 4, 4 x 4, 4 x 5 lub 4 x 6. Dla pozostalych rozmiaréw warunki
dostateczne sformutowal Johannes Kemperman [3].
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Warto$ci indeksu wigksze od 1,10 mozna

uzna¢ za umiarkowanie istotne, wigksze
od 1,16 za istotne, a wigksze od 1,22 za

bardzo istotne.
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Dla tabeli koloru oczu i wloséw tabela resztowa optymalnej reprezentacji ma
nastepujaca postac:

OCZY
WLOSY
brazowe niebieskie szare zielone
czarne 2,302 0,959 1,035 0,480
szatynowe 1,044 1,043 0,966 0,721
rude 0,958 0,887 1,052 1,463
blond 0,214 4,068 0,623 1,387

Jej indeks réwny 1,486 $wiadczy o bardzo wysokiej zaleznosci miedzy tymi
kolorami. Prominentnymi oznakami tej zalezno$ci sa pary wlosy blond-oczy
brazowe o wskazniku zréznicowania 0,214~! = 4,673 i wlosy blond-oczy
niebieskie o wskazniku 4,068.

Analiza statystyczna tabeli danych. Dane zapisane w tabeli opisuja
relacje pomiedzy zmiennymi w jej wierszach i w kolumnach. Jezeli tabela jest
tabliczka mnozenia, to w zaleznosci od sposobu zbierania danych mozliwe sa
dwie interpretacje tej relacji:

o Jesli wiersze odpowiadaja pewnym rozkladom prawdopodobienstwa
a kolumny — ich mozliwym do uzyskania warto$ciom (lub odwrotnie),
to wnioskujemy o réwnosci tych rozktadow;

o Jesli wiersze odpowiadaja mozliwym wartosciom jednej zmiennej, a kolumny —
drugiej, to wnioskujemy o ich niezaleznosci.

Gdy tabela danych istotnie r6zni sie od kazdej tabliczki mnozenia, to hipotezy
te powinny by¢ odrzucone. Aby to sie stalo, wystarczy, by tabela istotnie réznila
sie od jej optymalnej reprezentacji, czego miara jest indeks tabeli. Indeks ten
ma interpretacje statystyczna, podobnie jak wartodci zréznicowan z(r;;, 1) tabeli
resztowej. Ich istotnie duze wartoéci wskazuja na zwiazek miedzy poziomem 4
zmiennej wierszowej i poziomem j zmiennej kolumnowe;j.

Infografika. Tabele resztowa R mozna zabarwi¢ wedlug statystycznej istotnosci
jej elementow. Kolory zimne, od fioletowego do jasnoniebieskiego, oznaczaja
male reszty, a ciepte — od czerwonego do zbéttego — duze. Kolor szary odpowiada
nieistotnie rézniacej sie od 1 wartosci w tabeli R. Relacje taczace czynniki
wierszowe czy kolumnowe ujawnia algorytm klasyfikacji, ktéry porzadkuje
wiersze i kolumny tabeli R tak, aby sasiadami byly podobne wiersze/kolumny,
a istotno$¢ réznicy miedzy grupami mozna odczytaé z dlugosci gatezi dendrytu,
umieszczonego u gory i z lewej strony tabeli.

Przeanalizujmy w ten sposéb tabele dotyczaca koloru oczu/wloséw.

Przedstawiona na marginesie tabela szybko prowadzi nas do nastepujacych
wnioskow:

e Kolor wloséw tworzy dwie grupy: wlosy jasne (rude i blond) oraz ciemne
(czarne i szatyn).

e Kolor oczu tworzy dwie grupy (oczy niebieskie i zielone oraz brazowe i szare).

e Oczy niebieskie w spos6b bardzo istotny (r = 4,068) sa nadreprezentowane
wsrod blondynéw; z pozostalym kolorem wloséw nie sa istotnie powiazane.

e Wlosy czarne sa nadreprezentowane (r = 2,302) wéréd oséb o brazowym kolorze
oczu, a wyjatkowo rzadko (r = 0,48) wystepuja wéréd oséb o zielonych oczach.

e Wilosy jasne kojarza sie z oczami niebieskimi i zielonymi, a nie kojarza sie
z oczami czarnymi i brazowymi.

Wspomnijmy na koniec, ze te obserwacje znajduja czeSciowe biologiczne
wyttumaczenie. Kolory oczu i wloséw zaleza od typu melaniny. Ciemne wlosy
czesto kojarza sie z ciemnymi oczami w populacjach, w ktérych przewaza
eumelanina. Feomelanina odpowiada za jasny kolor oczu i wloséw.
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