Warto tez zastanowi¢ sie nad sytuacja
jednowymiarowa: jaka jest najmniejsza
warto$é funkcji f(z) = az? + b(1 — )? dla
dodatnich a oraz b?

Dla przyktadu: iloczyn

(2@ =69

nie jest symetryczny.

A jak bedzie z nieréwnoscia pomiedzy $rednia arytmetyczng a érednig
harmoniczna? Pytamy o nieréwno$é

VAB>0, 2A4'+B ) '<i(A+D).
Okazuje sig, ze rowniez i ta nieréwnosé jest prawdziwa. Aby to wykazaé,
potrzebujemy nastepujacego wzoru:

Qa-14p-1-1(21,22) = min {Qa (w1, 22) + QB (y1,12) },
gdzie minimum brane jest po wszystkich mozliwych wektorach (z1,z2), (y1,y2)
spelniajacych (x1,z2) + (y1,¥2) = (21, 22). Uzbrojeni w te tajemna wiedze
zauwazmy, ze wystarczy pokazaé nierownosé

V (21,22), Qaa—14B-1)-1(21,22) < Qratp) (21, 22).

Ale rozkladajac (21, 22) jako sume 3 (21, 22) + 2 (21, 22), dostaniemy

Qua—14B-1)-1(21,22) < Qal21,22) + Qp(21,22) = QarB(21, 22),
co konczy dowdd.

Na koniec ciekawostka (a wlasciwie to ploteczka): znana nam celebrytka
w krainie nieréwnosci — $rednia geometryczna — jest niezwykle kaprys$na
w naszym nowym $wiecie. Problem polega na tym, ze iloczyn AB dwd6ch
symetrycznych macierzy wcale symetryczny byé¢ nie musi.

Problem ten mozna rozwiazaé¢ na rézne sposoby, dostajac rézne Srednie
geometryczne. Jednym ze sposobéw jest wziecie

InA+InB
p -5 )

Da nam to macierz symetryczng (dlaczego?), niestety z pewnymi
mankamentami. Okazuje sie, ze najlepszym wyborem (dla A, B > 0) jest srednia
AﬁB — A1/2(A71/23A71/2)1/2A1/2'

Ten wzdr, uczciwie piszac, nie wyglada elegancko — na pocieszenie warto
wspomnieé, ze dla trzech czy wiecej macierzy ich érednia geometryczna wyglada

uz uz rzej. . . rak ur nadrabia innymi walorami, np. z V/
duzo, duzo gorze Za to brak urody nadrabia alorami, achod
jakze oczekiwane nieréwnosci:

247"+ B ) ' < AIB< $(A+ B).
Informacje o tym i o wielu innych wynikach dotyczacych analizy na macierzach

Czytelnik znajdzie w ksigzce F. Hiai, D. Petz: Introduction to Matriz Analysis
and Applications. Zycze milej dalszej lektury!
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Rozwigzania na str. |24

Przygotowat Dominik BUREK

M 1822. Rozstrzygnad, jaka jest najwieksza mozliwa liczba roztacznych
pentomino w ksztalcie plusa (rys. 1), ktére mozna polozyé na szachownicy 8 x 8
tak, by boki pentomino byly rownolegte do bokéw szachownicy.

M 1823. Udowodnié, ze dowolny wielokat wypukly mozna podzieli¢ na trapezy
réwnoramienne.

M 1824. Dany jest ciag (an)n>1 zdefiniowany przez warunki a; = 1 oraz
Qop = Ay 1 AG2p+1 = ap + apy1 dla n > 1. Udowodnié, ze kazda liczba wymierna
dodatnia wystepuje doktadnie raz w ciagu ( dn

An 41 )n}l'
Przygotowal Andrzej MAJHOFER

F 1123. W naczyniu o ksztalcie $cietego stozka (rys. 2) poczatkowo znajduje sie
jednorodna mieszanina dwéch cieczy o réznych gestosciach. Po pewnym czasie
ciecze rozdzielaja sie i lzejsza (o mniejszej gestoscei) zbiera sie¢ w gornej czesci
naczynia. Czy w wyniku tego procesu zmienia si¢ ciSnienie na dno naczynia?
Przyjmujemy, ze catkowita objetosé cieczy przed i po ich rozdzieleniu pozostaje
niezmieniona. Przyspieszenie ziemskie wynosi g.

F 1124. Oszacuj, jakiej érednio energii, €, potrzeba do ,wyrwania” pojedynczej
czasteczki z powierzchni (cieklej) wody. Cieplo parowania wody wynosi

L = 2257 J/g, masa atomowa wodoru pug = 1 g, masa atomowa tlenu uo = 16 g,
a stala Avogadro: N = 6,022 - 1023,
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Rozwiagzania zadan ze strony 3

& Rozwigzanie zadania M 1822.

Odpowiedz: 8.

Zauwazmy, ze pentomino mogg zajaé jedynie 2 sposréd 8 pél

w dolnym rzedzie. Istotnie, kazde pentomino moze zajaé tylko
jedno pole w tym rzedzie, wigc gdyby zajmowaty one 3 pola

w dolnym rzedzie, to w rzedzie wyzej byloby zajetych 9 pdl —
sprzeczno$é.

Oznacza to, ze w sumie moga byé zajete co najwyzej 62 +4 -2 = 44
pola (62 wewnetrznych pél i po 2 na kazdej z czterech krawedzi).
Kazde pentomino zajmuje 5 pdl, czyli jest co najwyzej L%J =38
pentomino.

7 drugiej strony nietrudno narysowaé¢ 8 roztacznych pentomino na
szachownicy 8 x 8.

‘& Rozwigzanie zadania M 1823.

Kazdy wielokat mozemy podzieli¢ na tréjkaty, a kazdy tréjkat na
tréjkaty réwnoramienne (na przyklad opuszczajac wysokosé do
najdiuzszego boku tréjkata i potem laczac spodek tej wysokosci
ze $rodkami pozostatych dwéch bokéw). Zatem wystarczy
wskaza¢ podzial dowolnego tréjkata réownoramiennego ABC

(AB = AC) na trapezy réwnoramienne.

Nietrudno znalezé zagdany podzial w przypadku, gdy ABC jest
réwnoboczny. Wystarczy ze srodka trojkata poprowadzié trzy
péliproste réwnolegte do jego bokow.

Jesdli xBAC > 60°, to mozemy go z tatwoscia podzieli¢ na tréjkat
réwnoboczny i 4 trapezy réwnoramienne.

Jesli natomiast X BAC < 60°, to laczac wierzcholki tego
tréojkata z jego srodkiem okregu opisanego O, uzyskujemy trzy
tréjkaty, z ktérych dwa sg rozwartokatne réwnoramienne (dla
nich stosujemy podzial z poprzedniego akapitu) oraz tréjkat
réwnoramienny BOC (OB = OC) z katem przy wierzchotku O
réwnym 2XBAC. Dla tego tréjkata stosujemy wielokrotnie
procedure opisang w poprzednim lub niniejszym akapicie.

i Rozwigzanie zadania M 1824.

Udowodnimy najpierw, ze kazda liczba wymierna dodatnia
wystepuje w tym ciggu. Przypusémy, ze istnieja takie wzglednie
pierwsze liczby p i g, ze p/q nie ma w naszym ciagu. Wybierzmy
taka pare (p,q), ze p + ¢ jest mozliwe najmniejsze. Bez straty
ogdblnosci przyjmijmy, ze p > q (dowdéd w drugim przypadku

jest analogiczny). Rozwazmy pare (p — ¢, ¢). Ma ona mniejsza,
sume¢ wspdlrzednych niz (p, q), istnieje wigc takie n, ze an, =p — ¢
i ant1 = q. Woéwcezas agnt+1 = (p — q) + ¢ = p oraz asny2 = q.
Oznacza to, ze aan+1/a2n+2 = p/q, i otrzymujemy sprzecznosc.
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Przypusémy teraz, ze istnieje taka liczba wymierna, ktéra
wystepuje wiecej niz raz w tym ciagu. Wybierzmy taka liczbe
p/q, przy czym niech p + ¢ bedzie najmniejsze. Bez straty
ogdélnosci przyjmijmy, ze ¢ > p. Latwo sprawdzi¢, ze w ciggu
(an) wyrazy o nieparzystych indeksach sa wigksze od obu swoich
sgsiadow. Mozemy zatem przyjac: az, = p, aan4+1 = q oraz

a2m = P, azm+1 = q dla pewnych m,n > 1. Wéwczas a,, = p,
An4+1 = ¢ — P Oraz am = p, am+1 = q — p. Oznacza to, ze liczba
p/(q — p) réwniez wystepuje wielokrotnie w naszym ciggu oraz
p+ (¢ —p) < p+ g, co jest sprzeczne z wyborem pary (p, q).

i Rozwigzanie zadania F 1123.
Przyjmijmy, ze przed i po rozdzieleniu ciecze wypelniaja naczynie
do wysokosci h (objetosé pozostaje stata).

Po rozdzieleniu ciecz o wigkszej gestosci, p2, wypelnia dolng
cze$é naczynia do wysokosci ha, a nad nig powstaje warstwa
o grubosci hy cieczy o gestosci p1 < p2. Mamy oczywiscie
h1 + hg = h. Przyjmijmy, ze objetosci cieczy wynosza, odpowiednio,
V1 i Va. Gesto$é mieszaniny przed rozdzieleniem wynosi:
_ piVi+p2Va
Vi+Vs

a ci$nienie na dno:

pp = ghp.
Po rozdzieleniu cieczy ci$nienie na dno wynosi:

Pr = ghip1 + ghap2.
Po prostych obliczeniach otrzymujemy:
hVa — ha(V1 4 V2)
i+ Ve ’
Niech promien wewnetrznego przekroju naczynia na wysokoéci h
wynosi 7, na wysokosci powierzchni rozdzialu cieczy r1 > r,
a dna R > r1. Korzystajac ze wzoru na objetos¢ Scigtego stozka,
otrzymujemy:
hVa — ha(Vi 4 Va) = hha((Rr1 + 72 — Rr — r2) > 0,
a wiec podczas rozdzielania cieczy (frakcjonowania) maleje
ci$nienie na dno naczynia o ksztalcie Scigtego stozka. Opisany
proces ma miejsce np. podczas zbierania sie Smietanki na
powierzchni mleka.

Pp — Pk = g(p2 — p1)

i Rozwigzanie zadania F 1124.

Oderwanie pojedynczej czasteczki z powierzchni cieklej wody
wymaga zerwania jej wigzan ze wszystkimi czasteczkami
wypelniajacymi pélprzestrzen na i pod powierzchnia. To

polowa wigzan, jakie nalezaloby zerwacé, ,wyrywajac” czasteczke
z obszaru gleboko pod powierzchniag. Cieplo parowania to energia
potrzebna do zamienienia cieklej wody w gaz praktycznie
nieoddzialujacych czasteczek, czyli zerwania wszystkich

wigzan miedzy czasteczkami w calej objetosci wody. Poniewaz
kazde wigzanie laczy dwie czasteczki, to Srednio na jedna
czasteczke przypada pél energii zerwanego wigzania. Wniosek:
wyrwanie pojedynczej czasteczki z powierzchni wody wymaga

w przyblizeniu energii réwnej energii parowania przypadajacej
na jedna czasteczke. Masa molowa wody (H2O) wynosi

tw = (2-1416) g = 18 g. Otrzymujemy warto$é¢ poszukiwanej
energii jako:

L

Na

Liczbowo € = 6,75 - 10720 J/czasteczke ~ 0,42 eV /czasteczke.
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