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XXVIII Dolnoslaski
Festiwal Nauki —
,Nauka jest chrobra”

Tegoroczna, XXVIII edycja
Dolnoslaskiego Festiwalu Nauki odbywa
si¢ pod hastem ,,Nauka jest chrobra”,
ktére nawigzuje do 1000-lecia koronacji
Bolestawa Chrobrego — pierwszego kréla
Polski — i symbolicznie laczy odwage
wladcy z odwaga poznawcza, jakiej
wymaga podejmowanie wyzwan
naukowych we wspdlczesnym Swiecie.
Haslo to stanowi réwniez wyraz dumy

z lokalnego dziedzictwa Dolnego Slaska
i znaczenia nauki jako czynnika rozwoju
spotecznego.

Edycja wroclawska (13-21 wrze$nia
2025) zainauguruje Festiwal serig
wydarzen na terenie najwigkszych
wroclawskich uczelni. Szczegélnym
akcentem bedzie Miasteczko Naukowe —
wielki popularnonaukowy piknik
edukacyjny, ktéry po raz pierwszy
odbedzie si¢ na terenie Papieskiego
Wydziatu Teologicznego we Wroctawiu.
Stoiska, eksperymenty, pokazy, warsztaty
i atrakcje dla calych rodzin pokaza nauke
w dziataniu i w dostepnej formie.

Edycja regionalna (25 wrzesnia—

31 pazdziernika 2025) obejmie ponad

10 miast Dolnego Slacska — od Legnicy
przez Glogéw, Jelenig Gére i Zgorzelec
po Ktlodzko i Zgbkowice Slqskie. Lokalne
oérodki akademickie i instytucje kultury
zaproszg do wspélnego odkrywania nauki
w kontekscie regionalnym.

W ramach calego Festiwalu zaplanowano
ponad 1800 bezpltatnych wydarzen:
wykltadéw, pokazéw, debat, warsztatéw,
spaceréw naukowych i spotkan

z naukowcami. To najwicksze Swigto
nauki na Dolnym Sl@sku, otwarte dla
wszystkich — od przedszkolakéw

po senioréw.

Jak zaokraglaé¢ liczby?
Wojciech PRZYBYSZEWSKI*

Czeéé Czytelnikéw po przeczytaniu tytutu tego artykutu pomyslata z pewnoscia,
ze to jakis zart. W zaokraglaniu liczb nie ma zadnej filozofii — jesli chce
zaokragli¢ liczbe do k miejsc po przecinku, to patrze na cyfre na pozycji

(k 4+ 1)-szej i jesli jest ona mniejsza niz 5, to ucinam wszystkie cyfry za pozycja
k-ta, a w przeciwnym przypadku dodaje 1 na pozycji k-tej, réwniez pomijajac
reszte zapisu. Od tej zasady sa wprawdzie wyjatki — lubimy zaokragla¢ w gére
rzeczy, ktére o nas dobrze swiadcza (np. Srednia ocen) albo kiedy liczymy sie

z jakims$ ryzykiem (np. bledy pomiaru). Wysylajac stolarzowi wymiary wneki na
szafe, raczej zaokraglimy je w doél, gdyz odrobine za szeroki mebel jest znacznie
bardziej problematyczny niz odrobine za waski. Niemniej jednak, kazdy wie, o co
chodzi, wiec mozemy zakonczy¢ artykul w tym miejscu.

Niestety, mimo ze wiedza o zaokraglaniu i jego konsekwencjach jest powszechna,
caly czas ta procedura prowadzi do pewnych niejasnodci.
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Prawdziwe wartosci

Po zaokragleniu

Przed zaokragleniem suma wynosita 100.0, a po zaokragleniu 102.0.

,Dlaczego odpowiedzi ankietowanych dodaja si¢ w sumie do 102%?” — mozemy
uslyszeé, kiedy ktos chce podwazy¢ wyniki pewnej sondy, najczedciej sondazu
wyborczego, w ktérym jego ulubiona partia wypadta ponizej oczekiwan.

Powstaje wiec pytanie, w jaki sposob zaokragli¢ n liczb sumujacych sie do
okreslonej wartosci S tak, zeby po zaokragleniu ich suma nadal wynosita S.
Warto zauwazy¢, ze rozwiazanie tego problemu ma duzo szersze zastosowania,
w szczegoblnosci kiedy musimy rozdzieli¢ niepodzielne zasoby. Najbardziej
oczywistym przyktadem takiej sytuacji sa wybory do wszelkiej masci ciat
kolegialnych (np. sejmu), kiedy nie mozemy przypisywaé startujacym tam
komitetom ulamkowych miejsc (nie mozna zostaé¢ polows posta).

Funkcje zaokraglajace

Najogélniej funkcje zaokraglajaca mozemy zdefiniowaé poprzez ciag takich
wartosci s = sq, 1, 52, -. ., ze k < s < k+ 1. Wtedy funkcja zaokraglajaca r
odpowiadajaca takiemu ciagowi s przypisuje kazdej liczbie x € R jej
zaokraglenie, to znaczy, jesli z € [k, k + 1), to

rs(z) =k jesli & < sg;
rs(z) =k+1 jesli x > sg.

PrzyjeliSmy tutaj dos¢ arbitralnie, ze w przypadku gdy x = si, zaokraglamy
do k, a nie k + 1. Nie jest to jednak nic istotnego w dalszych rozwazaniach, ale
upraszcza analize.

Szczegblnym przykladem funkeji zaokraglajacych sa funkcje stacjonarne 7
dla 0 < ¢ < 1. Funkcja stacjonarna r, definiowana jest przez ciag s, =k + ¢
dla kazdego k. Zauwazmy, ze funkcja rg to zwykle zaokraglanie w gore, r1 to
zaokraglanie w dot, a ry /o to wspomniane na poczatku artykutu zaokraglanie do
najblizszej liczby catkowitej.

Metody mnoznikowe

Nasz oryginalny problem dotyczacy zaokraglania sondazowych wynikéw
najlatwiej analizowaé, zakladajac, ze mamy dane n nieujemnych liczb
T1,%2,...,Ty sumujacych sie do 1 oraz pewna liczbe S. Naszym celem jest
znalezienie takich n liczb catkowitych yi,y2,...,Yn, 2e y1 +y2 + ... +yp =S5
oraz y; jest w jakim$ sensie zaokragleniem z; - S.

Ogodlnie taki problem mozna rozwiazywaé przy uzyciu metod mnoznikowych. Dla
dowolnej funkcji zaokraglajacej r, ciagu nieujemnych liczb = = (z1, 22, ..., 2,)
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Rozwigzania zagadek z artykutu
Piericienie Boromeuszy a wieszanie

obrazkéw (s.

1. Najprostsze rozwiazanie gléwnej
zagadki to pierScienie Boromeuszy,
ponizej w wersji klasycznej oraz
tréjkatnej (valknut).

Zrédlo: Wikimedia Commons

2. (Zarys) Petle A i C nie sa splecione,
wigc nasz splot mozemy przeksztalci¢ do
ponizszego (od lewej: A, B, C). Teraz na C
rozpinamy ptaski dysk — jest on rozlaczny
z A, ale przecina B w dwéch miejscach.
By usungé przecigcia, wycinamy w dysku
dwa okragle otwory. Wreszcie otwory te
zalepiamy, wklejajac ,rurke” od jednego
do drugiego z nich. To juz mozna zrobié
bez kolizji, prowadzac te¢ rurke wzdiuz
petli B niczym oplot kabla.

Zrédlo: Wikimedia Commons

3. Powierzchni¢ te¢ konstruujemy jak

w zagadce 2: na F rozpinamy dysk,
wycinamy dwa otwory i wklejamy rurke.
Jedyna réznica jest taka, ze teraz jeden
koniec rurki jest doprowadzony ,od géry”,
a drugi ,,od dolu”, wigc zewnetrzna
powierzchnia rurki taczy gérna i dolng
czes¢ dysku. W efekcie otrzymujemy
powierzchni¢ jednostronna, a wiec
nieorientowalna. Istnienie takiej
powierzchni moze zaskakiwaé, ale réwniez
jest wyjasniane przez twierdzenie
Hurewicza, tym razem ze
wspo6lczynnikami w Zs.

4. Przykladowe rozwiazanie widacé nizej.
Powierzchnig tego typu (zwarta, spéjna,
zorientowang, o z géry zadanym brzegu)
nazywamy powierzchniq Seiferta. Mozna
podaé prosty przepis (algorytm Seiferta)
na taka powierzchni¢ w ogélnym
przypadku, ale nie zmieécilby si¢ na tym
marginesie.

Zrédlo: Accelerometer, Wikimedia
Commons, CC BY-SA 3.0

sumujacych sie do 1 oraz liczby S mozemy zdefiniowaé¢ dopuszczalne
zaokraglenia jako:

M, (z,S)
n
= {(yl, cesYn) EZ™ Zyz = S oraz istnieje v > 0 spelniajace y; = r(z; - V)}
i=1
Innymi stowy, skalujemy wszystkie liczby x1, ..., x, z pewna stala (mnoznikiem)

v > 0, zaokraglamy je zgodnie z regula r, a uzyskany wynik uznajemy za dobry,
jesli suma zaokraglenn wynosi S.

Latwo wykaza¢, ze dla dowolnych 74,2, S zbiér M, (x,S) ma co najwyzej
jeden element, ale w niektérych przypadkach moze by¢ pusty. Na przyklad
przy zaokraglaniu w dét r; i danych xy = 1/3, 29 = 2/3 oraz S = 2, biorac
v < 3, bedziemy mieli 1 (1/3-v) +r1(2/3-v) <1, a dla v > 3 zachodzi
r1(1/3-v)+r1(2/3-v) > 3.

Metody mnoznikowe sa dos¢ popularne w zastosowaniach praktycznych. Na
przyktad metoda d’Hondta, stosowana w wyborach do polskiego sejmu, jest
metoda mnoznikows korzystajaca z zaokraglenn w dé6t (czyli r1). Dla przykladu
przeanalizujmy wyniki w ostatnich wyborach do sejmu, w 2023 roku, w okregu
numer 19 (obejmujacym miasto Warszawe). Mozna bylo tam glosowaé na

7 komitetéw wyborczych, z ktérych 5 przekroczylo prég wyborezy i brato
udzial w podziale 20 mandatéw. Komitety te otrzymaly (w kolejnodci malejacej)
741286, 345380, 230648, 227127 i 124220 gloséw. Dzielac te liczby przez sume
wszystkich gtosow oddanych na komitety, ktore przekroczyly prog wyborczy
(czyli 1668661), otrzymujemy = = (0.444,0.207,0.138,0.136,0.074). Aby obliczy¢
podzial mandatéw, musimy znalezé M, (x,20). Czytelnik zechce sprawdzié, ze
w tym celu mozna wzia¢ dowolna warto$¢ v z przedziatu (z dokladnoscia do
nomen omen zaokraglenia) (22.04,22.51), i kazda z nich da ten sam podzial
mandatéw. Dla przykltadu, biorac v = 22.3 i skalujac przez nie wektor z,
otrzymamy (9.91,4.62,3.08,3.04,1.66), a po zaokragleniu tych liczb w dé?
dostajemy podzial mandatéw (9,4, 3,3,1). Czytelnik Wnikliwy zechce sprawdzié,
ze te wyliczenia pokrywaja sie z oficjalnymi wynikami wyboréw podanymi na
stronie Panstwowej Komisji Wyborcze;j.

Problem znalezienia odpowiedniego mnoznika v nie wydaje sie zbyt
skomplikowany dla konkretnych danych wej$ciowych. Przy za malym v wartosci
r(x; - v) beda sumowaé si¢ do wartosci mniejszej niz S, a przy v za duzym — do
wartosci wigkszej niz S. W zwiazku z tym mozemy nasze v eksperymentalnie
zwieksza¢ lub zmniejszaé, az znajdziemy odpowiednia wartosc.

Sytuacja komplikuje sie, kiedy nie znamy dokladnych wartosci x1,...,x,. Jest to
typowy problem z przeliczaniem wynikéw sondazowych na faktyczny podziat
mandatéw w polskim sejmie. Zauwazmy, ze publikowane sondaze pokazuja
szacunkowe poparcie komitetéw wyborczych w skali calego kraju, ale podziat
mandatéw odbywa sie w poszczegdlnych okregach wyborczych, rézniacych sie
ilodcia przydzielanych mandatéw, a nierzadko takze preferencjami wyborcéw,
mogacymi znaczaco odbiega¢ od ogdlnokrajowej sredniej. Jak w takim razie
przeliczy¢ wyniki sondazowe na faktyczny podzial mandatow? W tym celu
musimy siegnaé po aparat rachunku prawdopodobienistwa.

Losowe wartosci

Niech X = (X3, Xs,...,X,) bedzie wektorem losowym o rozkladzie
jednostajnym na zbiorze S,—1 = {(z1,...,2,) € Ry : .1 | #1 = 1} nazywanym
(n—1)-wymiarowym sympleksem. Na przyktad dla n = 3 wektor (X7, Xa, X3) to
punkt losowo (jednostajnie) wybrany z tréjkata o wierzchotkach (0,0, 1), (0,1,0)
i (1,0,0). Poniewaz liczby X1, ..., X,, sumuja sie do 1, wiec mozemy je
interpretowaé jako proporcje gtoséw oddanych na poszczegdlne komitety
wyborcze w danym okregu. Dla danej wartosci v zdefiniujmy
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3 czyli sume n losowych liczb X1, ...
1 zgodnie z regula r. Wykazemy, ze jesli reguta zaokraglania r dana jest przez ciag

AN 50,81, -., tO

, X, przeskalowanych przez v i zaokraglonych

n—1

ET,(v) = nzk: (1-2)" .
=0

N AN gdzie k jest najwiekszym indeksem, dla ktérego si < v.

| = Dowdd. Niech Ny = r(vX1). Z liniowosci wartosci oczekiwanej mamy
1 AN ET,(v) = nE N;. Dla danej liczby catkowitej j < k zachodzi Ny > j wtedy
- i tylko wtedy, gdy X1 > s;/v. Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze

Zald P(Ny > j) =P(X; > s;/v) = (1 —sj/v)""!, co w szczegblnosci daje nam

k k .
ETn(y)anlenZP(Nl>j)=nz<1—ﬁ) . O

, - v
J=0 Jj=0

Nietrudno zauwazy¢, ze funkcja f(v) =n Z?:o (1—s; /1/)“71 jest funkcjg ciggla
na przedziale (0,00) i rosnaca wzgledem v, a wiec dla ustalonych S i n istnieje
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zachodzi

jedyne takie v, ze ET, (v) = S.
Jasne jest, ze dla kazdej stacjonarnej funkcji zaokraglajacej r, zachodzi
vX; —q<rq(vX;) <vX;+1—q. Sumujac te nieréwnoéci, dostajemy
v—nq<T,(v) <v+n(l—gq). Biorac v =5 + n(q — 1/2), dostajemy
symetryczne ograniczenia:

S—n/2<T,(S+n(g—1/2)) < S+n/2.
Niezbyt skomplikowana, ale dos¢ dtuga analiza pokazuje, ze dla dowolnego v

ETn(V) = V_n(q_ 1/2) +O(]‘/V)v

wiec dla vg = S + n(g — 1/2) mamy

ET,(vs) = S+ O(1/5),

co oznacza, ze dla duzych wartosci S warto$é oczekiwana T, (vg) jest
bliska S. Daje nam to intuicje, ze uzywanie vg jako mnoznika daje nam dobre
przyblizenie podzialu mandatéw.

Sondaze (nie) kltamia

Wréémy wiec do postawionego chwile temu pytania:
Jak przeliczy¢ ogdlnokrajowe wyniki sondazowe na
faktyczny podzial mandatéw? Nie znamy dokladnych
wartoéci poparcia kazdej partii w kazdym okregu,

a tylko liczbe okregéw (w Polsce w wyborach do sejmu
jest ich o = 41), liczbe wszystkich mandatéw (do sejmu
wybieramy M = 460 postéw) oraz liczbe komitetéw,
ktére przekroczyly prég wyborczy (w ostatnich
wyborach bylo to n =5). W kazdym z o okregéw
wybieramy $rednio S = M /o postéw, wiec przyjmujac
mnoznik vg = S + n(q — 1/2), partia, ktéra uzyskala
pi-ta czesé waznych gloséw w skali kraju, powinna
otrzymaé w kazdym okregu mniej wiecej r1 (p; - vs)
mandatéow. Jedli przyjmiemy, ze $rednia wartosé czesci
utamkowej p; - vs to 1/2 (bo pochodzi ona z odcinka
(0,1)), to tyle érednio bedziemy ,tracili” na zaokraglaniu
w dét. W zwiazku z tym otrzymujemy, Ze i-ta partia
otrzyma
(pi-(S+1/2-n)—1/2)-0=p;- (M +1/2-n-0)—0/2
mandatéw w skali kraju. Mozemy ten wzor interpretowac
w ten sposéb, ze kazda partia dostaje p; M mandatéw,
a nastepnie oddaje 0/2 mandatéw do puli, ktéra znowu
zostaje podzielona. Jedli prég wyborczy przekroczyto

n komitetéw, to w dodatkowej puli mamy 1/2-n-o
mandatow, z ktorych otrzymujemy p;-ta czesc.
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Aby wyprowadzi¢ powyzszy wzér, musieliSmy przyjacé
do$¢ duzo zalozen i uproszczen. Okazuje sie jednak,
ze w praktyce sprawdza sie dos¢ dobrze, co mozna
zobaczy¢ na przykladzie ostatnich wyboréow do sejmu
w Polsce.

Czesé
Komitet | Glosy | gloséw |Przewidywane | Faktyczne
waznych
PiS 7640854 | 0.3676 186.26 194
KO 6629402 | 0.3189 158.89 157
TD 3110670 | 0.1496 63.67 65
NL 1859018 | 0.0894 29.80 26
Konf 1547364 | 0.0744 21.37 18

Dodajmy, ze wzoér ten zostal przedstawiony w pracy [2],
a jego matematyczna stusznosé przy pewnych
zalozeniach na temat systemu wyborczego zostala
udowodniona w pracy [1]. Analizujac ten wzdr, mozemy
tez zobaczy¢, na czym polega faworyzowanie wickszych
partii w systemie wyborczym stosowanym w Polsce.

Na koniec warto doda¢, ze metoda d’Hondta jest
stosowana w Polsce takze do wyboréw do sejmikéw
wojewddztw, rad powiatow i wiekszych rad gmin.
Zachecam Czytelnikéw do sprawdzenia w swojej
Matej Ojczyznie, na ile faktyczny podzial mandatéw
w tych organach samorzadowych pokrywa sie z tymi
przewidywanymi przez podany wyzej wzor.
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