Klub 44 F Redaguje Elibieta ZAWISTOWSKA

Rozwigzania zadain z numeru 4/2025
Przypominamy tresé¢ zadan:

796. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 klucz zamknieto do polozenia 1, a po ustaleniu
sie pradéw bardzo szybko przelaczono go do pozycji 2. Przyjmujac, ze cewki L i L2 sa idealne,
wyznaczy¢ iloé¢ ciepla, jaka wydzieli si¢ na oporniku R po przetgczeniu. Silta elektromotoryczna
zrédla wynosi €, jego opor wewnetrzny r.

797. W $rodku dna prostopadlodciennej barki o dtugosci a = 80 m, szerokosci b = 10 m i wysokosci
¢ =5 m powstal otwér o érednicy d = 1 cm. Ocenié czas, po ktérym barka zatonie, jesli nie bedzie
Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F odpompowywana z niej woda. Barka jest otwarta z goéry, nie ma zadnego tadunku, poczatkowa
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan wysokos¢ burty nad poziomem wody wynosi h = 3,75 m.
790 (WT = 2,32), 791 (WT = 2,92)
z numeru 1/2025 . . . . L.
Jacek Konieczny Poznat 4111 T796. Przed przelgczeniem klucza przez cewki Ly 1 Lo plynie prad o natezeniu

Jan Zambrzycki Bialystok 4-33,80 | = £/r. Poniewaz cewki sa idealne, napigcie na oporniku R, a tym samym

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 3-29,48 . . , .
natezenie pradu plynacego przez ten opornik, sa réwne zeru. Natychmiastowe
przelaczenie klucza z polozenia 1 do polozenia 2 oznacza, ze w trakcie

L : przelaczania natezenie pradu w cewkach praktycznie nie zmienia sie. Uklad
w polozeniu 2 przedstawiony jest na rysunku 2. Wielkosci poczatkowe wynosza:
b e L0)=10)=I=&/r; I3(0)=0.
T 7Z prawa Kirchhoffa dla konturu abed w dowolnej chwili czasu mamy:
R LydI,/dt =0, stad I; = const.
Poniewaz Iy = Is 4 I3, zachodzi zwiazek:
TS

dl,/dt = dIy/dt + dI3/dt, stad dIy = —dIs.
Na oporniku R wydziela sie cieplo, co powoduje zanikanie pradu s, a jego
zmniejszenie jest réwne przyrostowi pradu I3. Po ustaleniu si¢ pradéw mamy:
I (00) = I3 (00) = E/r, Iz (00) = 0.
1 2 s Zgodnie z zasada zachowania energii, energia pola magnetycznego cewki Lo
wydzieli sie w postaci ciepla @) na oporniku R:
Q = L21,%(0)/2 = L&/ (2r?).

Rys. 1

t 797. Warunek plywania barki, w ktorej nie ma wody, ma postac:
L n (1) mg = pgab(c — h),
| gdzie m jest masa barki, a p gestoscia wody. Zalézmy, ze barka zanurzyla sie
Ib @ Iy d tak, ze wysoko$¢ jej burty nad powierzchnia wody jest rowna hi, a grubo$é
Rys. 2 warstwy wody wewnatrz barki wynosi [ (rys. 3). Warunek plywania przyjmuje
teraz postac:

& (2) mg + pgabl = pgab(c — hq).
c Tc—hrl Z réwnan (1)) i (2) otrzymujemy:

(3) c—hi—l=c—h,
co oznacza, ze réznica pozioméw wody w dowolnej chwili (dopdki barka nie
zatonie) jest stala i réwna réznicy wysokosci barki i wysokosci burty nad woda
Rys. 3 w nieprzeciekajacej barce. Zatem woda dostaje sie do barki ze stata predkoscia.
Wyznaczymy ja, korzystajac z réwnania Bernoulliego.

Tl

Przyjmiemy, Ze energia potencjalna na poziomie wody na zewnatrz barki
wynosi 0. Dla rurki pradu, ktéra zaczyna sie na poziomie wody na zewnatrz
barki i koniczy na poziomie wody wewnatrz barki nad otworem, mozemy napisac:
(4) po =po — pg (¢ —hy — 1) + pv?/2,
gdzie pg jest ciSnieniem atmosferycznym, v predkosciag wody wciekajacej do
otworu. W réwnaniu (3) uwzgledniliémy fakt, ze powierzchnia wody wewnatrz
barki jest duzo wieksza od powierzchni otworu. Dlatego predkos¢ podnoszenia
sie wody w barce jest duzo mniejsza od v i mozna jg zaniedbaé. Z réwnan (3))
i (4) otrzymujemy: v = y/2g(c — h).
Barka zatonie, gdy krawedz burty zréwna sie z powierzchnia wody na zewnatrz,
czyli poziom wody nad podtoga osiagnie wartos¢ h, a objetos¢ wody w barce
V = abh = SvAt, gdzie S = nd? /4.

Szukany czas:

At = 4abh/ (7rd2 2g (c — h)) ~ 3 miesiace.
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1-44

Przypominamy tresé¢ zadan:

899. Niech g: Z2 - R bedzie dowolng funkcja (Z2 jest zbiorem punktéw kratowych, czyli

uporzadkowanych par liczb calkowitych). Okreslamy odleglto$é punktéw P, Q € 72, P = (z,y),
Q = (u,v) wzorem d(P, Q) = max(|z — u|, |y — v|). Dowie§é, ze istnieje nieskoniczenie wiele
piecioelementowych zbioréw takich punktéw kratowych (Po, P1, P2, Ps, Py), ze (dla i =1,2,3,4):

d(Po, P;) =1, g(Po) < g(FP;).

900. Wielomiany fi, f2, f3, f4 jednej zmiennej, o wspélczynnikach rzeczywistych, spelniaja warunki:

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
893 (WT = 3,25) i 894 (WT = 1,35)
z numeru 1/2025

Andrzej Kurach Ryjewo 47,81
Janusz Olszewski Warszawa 45,27
Krzysztof Zygan Lubin 44,74
Michal Warmuz Zywiec 41,39

Marcin Kasperski
Marek Spychata

Piotr Wisniewski
Grzegorz Wigczkowski
Andrzej Daniluk
Krzysztof Kaminski

Warszawa 40,49
Warszawa 39,84
Warszawa 38,24

37,93
Warszawa 37,89

czterech sgsiadow.
Pabianice 35,71

Marian Lupiezowiec Gliwice 35,53
Krzysztof Maziarz Londyn 34,67
Jerzy Cisto Wroctaw 33,16

I znéw: na linii mety — dobrze znane
nazwiska: pan Andrzej Kurach po raz
czwarty; pan Janusz Olszewski po raz
dwudziesty piaty; pan Krzysztof Zygan
po raz drugi. Czekamy na kolejne
okrazenia!

wymagana wlasnoscé.

f1(@) < fa(z) < f3(x) < fa(w)
fa(z) < fa(z) < fr(2) < f3(w)
Wykazaé, ze f1 = fo = f3 = fa.

dla z € [0, 1],
dla z € [—1,0].

899. O punktach P, @ z odlegloscia d(P, Q) = 1 bedziemy mdéwili, ze sasiaduja.

WeZmy dowolny kwadrat zlozony z 16 punktéw kratowych (po cztery w czterech
rzadkach). Odetnijmy punkty narozne. Zostaje uktad K zlozony z 12 punktéw

(kolejno w rzadkach: 2,4,4,2). W tym ukladzie kazdy punkt ma co najmniej

Bierzemy jako Py ten punkt zbioru K, w ktérym funkcja g przyjmuje
najmniejsza wartoé¢. Niech P;, Py, P3, P4 beda punktami zbioru K, sasiadujacymi
z Py (gdy jest ich wiecej, wybieramy cztery dowolne). Piatka Py, Py, P, P3, P, ma

Na ptlaszczyznie kratowej mozemy umieéci¢ nieskonczenie wiele kopii zbioru K
i w kazdym z nich znalezé¢ piatke punktéw, o jaka chodzi.

900. Oznaczenia przedzialéw: I = [0,1], J = [—1,0]. Dowdd tezy zadania

nie wprost. Przypusémy, ze nie wszystkie cztery wielomiany sa identyczne.

7 podanych warunkow wynika, ze woéwczas zadne dwa nie sg identyczne. Zatem
nastepujace trzy wielomiany sa niezerowe:

P=fy—
fo—fi >0

<0 wlJ,

R=fs—f1

>0 wJ, 0 wJ,
, @=rf—h >0 wl, 0 wi.

VA

Jasne, ze P(0) = Q(0) = R(0) = 0. O lokalnym zachowaniu tych trzech
wielomianéw w otoczeniu zera decyduja ich skladniki w najnizszej potedze.
Uzywajac skrotu sws (= skladniki wyzszych stopni) mozemy napisaé:

P(z) = az® + sws,

Q(x) = ba' +sws, R(z)=cx™ +sws

(k,1,m to wykladniki owych wiodacych sktadnikéw; a, b, c — wspdlczynniki).
Wielomiany P i R zmieniaja znak przy przejsciu przez 0 i wobec tego
wyktadniki k£ i m sa nieparzyste; natomiast () ma lokalne minimum w punkcie 0,
zatem wykladnik [ jest parzysty (tak wiec k # 1 # m).

<0 wlJ,
<0
maksimum w punkcie 0, co (wobec wiedzy, ze k # 1)
oznacza, ze min{k, [} jest liczba parzysta. Stad, na mocy
wczesniejszych ustalen, k > .

Wielomian P —Q = fo — f3 ma lokalne

zmienia znak

Wiclomian Q— B= fo— £, 12 ¢
lelomian = J3 4 go

przy przejsciu przez 0, co teraz oznacza, ze min{l, m}

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie
do konca miesigca n + 2. Szkice rozwigzan zamieszczamy

w numerze n + 4. Mozna nadsyta¢ rozwiazania czterech, trzech,
dwoéch lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to
robié¢ co miesigc lub z dowolnymi przerwami. Rozwigzania zadan

z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F.
Mozna je przesylaé¢ réwniez poczta elektroniczng pod adresem
delta@mimuw.edu.pl (preferujemy pliki pdf). Oceniamy zadania

w skali od 0 do 1 z dokladnoscia do 0,1. Oceng mnozymy przez
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jest liczba nieparzysta. Stad { > m (i w konsekwencji
k> m).

>0 wlJ,

>0 wl

ma lokalne minimum w punkcie 0, co oznacza, ze
min{k, m} (czyli po prostu m) jest liczba parzysta. Ale
wcezesniej zostalo ustalone, ze m jest liczba nieparzysta.
Sprzecznosé konczy dowdd.

Wreszcie wielomian R — P = fy — fo

wspoélezynnik trudnosci danego zadania: WT = 4 — 3S/N, przy czym
S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe

oséb, ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania

z danego numeru w danej konkurencji (M lub F) — i tyle punktéw
otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym
czasie i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje

on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw jest zaliczana

do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegbélowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz
znajduje sie na stronie deltami.edu.pl.



