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W niniejszym artykule zajmiemy sie pewna tamigltéwka — nalezy zawiesic¢
obrazek na n gwozdziach w taki sposéb, aby po wyjeciu choé¢ jednego gwozdzia
obrazek spadl.

Nawet dla n = 2 zadanie nie jest trywialne. Na rysunku 1 zilustrowany jest
sposéb zawieszenia, ktory nie jest rozwiazaniem: o ile wyjecie prawego gwozdzia
faktycznie skutkuje upadkiem obrazka, to po wyjeciu lewego ramka wcigz bedzie
wisiala na $cianie. Zachecamy Czytelnika, by przed przystapieniem do dalszej
lektury sprébowal sam rozwiktaé ten przypadek (a moze réwniez n = 37). By nie
psu¢ zabawy, ilustracje jednego z mozliwych rozwiazan zamiesciliSmy dopiero na
nastepnej stronie.

Przedstawimy teraz notacje pozwalajaca tatwo opisywaé rézne sposoby wieszania
obrazkéw. Wyobrazmy sobie, ze prowadzimy linke miedzy gwozdziami od lewego
punktu zaczepienia do prawego. Aby oznaczy¢ przeprowadzenie nitki w prawo
nad i-tym gwozdziem, bedziemy wykorzystywaé symbol z;. Jak si¢ zaraz okaze,
przeprowadzenie nitki w lewo (nad i-tym gwozdziem) rozsadnie jest oznaczy¢
przez x; ! Nie bedziemy odnotowywaé¢ przeprowadzania nitki pod gwozdziami.

Dla przyktadu, przedstawiony na rysunku 1 sposéb zawieszenia odpowiada

napisowi xixex;

Zauwazmy od razu, ze przeprowadzenie nitki najpierw
w jednym, a bezposrednio po tym w drugim kierunku
nad jakim$ gwozdziem niczego nie zmienia w sposobie
zawieszenia — po naciggnieciu nitki ta operacja przestaje
byé widoczna. Odpowiada to swoistemu ,,prawu
skracania”: z uzyskanego napisu mozemy usunaé
wszelkie wystapienia xia:l_l, jak iz, Y2;. Przy jakich
napisach mozemy za$ spodziewaé si¢ upadku obrazka?
Takich, dla ktérych po opisanej operacji skracania nic
nie zostaje — pusty napis odpowiada sytuacji, w ktorej
nitka znajduje sie caly czas pod gwozdziami, wiec
obrazek niechybnie wyladuje na podlodze. Pozostaje
rozstrzygnac, czemu odpowiada operacja usuwania
i-tego gwozdzia. Nie jest to trudne, wystarczy pozby¢
sie z napisu wszystkich wystapien symbolu z; (i jego
odwrotnosci).

Powréémy do przykladu z rysunku 1. Czemu odpowiada
usuniecie drugiego gwozdzia? Nalezy z napisu 1‘1.232331_1
usunaé xo, otrzymujac napis 1:1901_1, ktory po skréceniu
staje sie pusty — obrazek upada. Kiedy usuniemy

drugi gwo6zdz, musimy z napisu usunaé wszystkie
wystapienia x1, zostajac z samym xo. Jest to niepusty
napis, wiec obrazek wciaz bedzie wisiat.

Analiza ta pozwala nam juz dosé¢ tatwo rozwigzad
wyjéciowe zadanie dla przypadku dwéch gwozdzi.
Wystarczy bowiem na koncu naszego napisu

dopisa¢ x5 ! (tzn. rozwazy( zawieszenie opisane przez
xlmgxflxgl). Wtedy usuniecie symboli x5 znéw
pozostawi nas z xlxl_l = (), za$ usuniecie z; da nam

zoxy ' = 0, czyli obrazek upadnie réwniez w tej sytuacii.

Wtlasnie taki sposéb zawieszenia zostal zilustrowany na
nastepnej stronie. Ale jak mozna rozszerzy¢ to podejscie
na wieksza liczbe gwozdzi?
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W algebrze wyrazenie postaci x1z22] 2, nazywa
sie komutatorem i oznacza sie je przez [x1, Z3].
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Operacji tej mozna poddaé nie tylko symbole, lecz
rowniez wigksze napisy. W tym celu musimy jednak
zdefiniowaé odwrotnoéé napisu S, czyli napis S,
ktéry po doklejeniu do S i skréceniu da napis pusty.
Nie jest to trudne — wystarczy utozy¢ symbole
wchodzace w sktad S w przeciwnej kolejnoéci, za
kazdym razem dopisujac ,,odwrotnos¢” tam, gdzie jej
brakto, i zabierajac tam, gdzie byla. Dla przyktadu,
odwrotno$cig napisu S =z} 'woxs jest ST = w5ty Ty,
gdyz:

mflxgazg w;lmglxl = mflxg;r;lajl = x = 0.

Komutatorem napiséw S i Q) nazwiemy

[S,Q] = SQS™1Q~! (umieszczanie napiséw obok siebie
odpowiada oczywiscie tworzeniu z nich wigkszego
napisu).

Rozwazmy teraz zdefiniowany rekurencyjnie ciag
napisow:

1 -1
Sa = [x1,%2] = v12227 X5,

= [S2, 23] =

= (x12917] $21)$3(.’L‘1.’132$1_1.’L‘2_

52.7335 333

1)_1$3_1

-1,.-1 -1,.-1,.—1
= T1X2T 3?2 T3T2X1Ty Ty Ty ,

Sn = [Sn—lyxn] = Sn 1‘T"Sn 11.’2 1

Zauwazmy, ze napis 5, odpowiada szukanemu
sposobowi zawieszenia obrazka na n gwozdziach!
Istotnie, jesli z S, = S 12,87 2t usuniemy .,
zostaniemy z .S, _ 1S 1 = 0. Jedli za$ usuniemy z niego
dowolne z;, gdzie ¢ < n, to usuniemy je z S, _1. Mozemy
jednak indukcyjnie zalozyé, ze napis S, _1 w zwigzku

z tym skraca sie do napisu pustego, co zostawia nas

z xpx,t = 0.



Juz dla n = 4 dlugosé rozwiazania jest
horrendalna:
S — -1 .71 , , —1 -71,.71
4 = T1T2XT; Ty T3T2T1T5 XLy Tz T4
1

-1, -1 _—-1_ -1 —1_ —
T3T1X2T| Ty Ty T2T1To T T,y -

Rys. 2. Ilustracja rozwigzania dla n = 2
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Rozwiazanie to ma jednak jedna zasadnicza wade — dlugos¢ rozwiazan rosnie
wyktadniczo. Jesli przez d,, oznaczymy dlugos$¢ napisu S,,, to spelniona jest
rekurencja d, = 2d,_1 + 2, co przy warunku ds = 4 daje nietrudny do sprawdzenia
jawny wzér d,, = 2" + 271 — 2.

Sprytny podzial gwozdzi to polowa... sukcesu. Okazuje sie, ze mozemy

dokonaé bardzo zgrabnej optymalizacji, osiagajac zlozonos¢ wielomianowa!

Wystarczy, ze podejdziemy do sprawy cho¢ odrobine delikatniej, nie doktadajac
raz za razem po jednym gwozdziu, a dzielac zbiér gwozdzi na coraz mniejsze
polowy, ktére beda komutowaé ze soba.

Zdefiniujmy w tym celu:
E(’L . Z) = Ty,

E(l s ].) = [l’i,l'iJrl]

i w ogdlnosci:
E(i:j) = {E <z VHD ,EQH]J +1:j)] .
2 2
Dla przyktadu:
E(1:4)=[E(1:2),E(3:4)]
=FE(1:2)E3:4)E(1:2)'E(3:4)7!

= (wywowy 'y N (zazaxs tay ) (woxyay t ey ) (wams g tag ).

Tak zdefiniowane E(i : j) bedzie rozwiazaniem dla gwozdzi od ¢ do j, pozwalajac
rozbi¢ problem na mniejsze czesci. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy
przeprowadzi¢ indukcje¢ wzgledem wartosci réznicy j — ¢. Usunigcie x, dla

1 < s <k, gdzie k = (%1, yanihiluje” nam FE(i : k) na mocy zalozenia
indukcyjnego i zostaje E(k+1:j)E(k+1:5)~! = 0. Rozumowanie jest
analogiczne, gdy k+1 < s < J.

Przyjrzyjmy sie dlugosci tak okredlonego rozwiazania. Dla uproszczenia
przyjmijmy, ze n jest potega dwéjki. Jesli d,, jest dlugoscia E(1 : n), gdzie

n = 2™, to spelniona jest zaleznosé¢ d,, = 46,,_1, co przy dy = 1 daje nam po
prostu d,, = 4™ = n2. Dla wartoéci n niebedacych potegami dwéjki pozostaje
prawda, ze dtugoéé¢ napisu jest rzedu n?.

Zagadka o wieszaniu obrazkoéw jest $wietnym przykladem na to, jak dobrze
dobrany zapis matematyczny pozwala uprosci¢ pozornie zlozony problem
kombinatoryczny do bardziej podstawowych, a przede wszystkim — czytelnych!
zagadnien. Nada si¢ ona réwniez na efektowny pokaz matematyczny, jezeli
tylko zamiast na gwozdziach, przeprowadzimy doswiadczenie na wyciagnietych
ramionach ochotnikéw!
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Rys. 1. Przyklad nietrywialnego splotu
petli D i E (splot Hopfa)
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Polecam nastepujaca zagadke: skonstruowaé trzy petle (,,pierscienie”) A, B, C
w taki sposéb, by:

a) tworzyly one nietrywialny splot, a wiec np. by petli C' nie dalo sie wyjaé na
zewnatrz;

b) kazda para tworzyla trywialny splot, czyli np. po usunieciu C pozostate petle
A, B dalo sie rozdzieli¢.

Dla ilustracji podaje obok przyktad nietrywialnego splotu dwéch petli (rys. 1).
Nietrywialno$¢ mozna rozpoznaé po tym, ze idac wzdtuz D, raz przechodzimy
nad E, a raz pod. Rozwiazanie tej zagadki (jak i nastepnych) mozna znaleZé
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