Juz dla n = 4 dlugosé rozwiazania jest
horrendalna:
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Rys. 2. Ilustracja rozwigzania dla n = 2

Tekst powstal na podstawie artykutu
Picture-Hanging Puzzles, Erika
Demaine’a, Martina Demaine’a, Yaira
Minskiego, Josepha Mitchella, Ronalda
Rivesta i Mihaia Patrascu.

Rozwiazanie to ma jednak jedna zasadnicza wade — dlugos¢ rozwiazan rosnie
wyktadniczo. Jesli przez d,, oznaczymy dlugos$¢ napisu S,,, to spelniona jest
rekurencja d, = 2d,_1 + 2, co przy warunku ds = 4 daje nietrudny do sprawdzenia
jawny wzér d,, = 2" + 271 — 2.

Sprytny podzial gwozdzi to polowa... sukcesu. Okazuje sie, ze mozemy

dokonaé bardzo zgrabnej optymalizacji, osiagajac zlozonos¢ wielomianowa!

Wystarczy, ze podejdziemy do sprawy cho¢ odrobine delikatniej, nie doktadajac
raz za razem po jednym gwozdziu, a dzielac zbiér gwozdzi na coraz mniejsze
polowy, ktére beda komutowaé ze soba.

Zdefiniujmy w tym celu:
E(’L . Z) = Ty,

E(l s ].) = [l’i,l'iJrl]

i w ogdlnosci:
E(i:j) = {E <z VHD ,EQH]J +1:j)] .
2 2
Dla przyktadu:
E(1:4)=[E(1:2),E(3:4)]
=FE(1:2)E3:4)E(1:2)'E(3:4)7!

= (wywowy 'y N (zazaxs tay ) (woxyay t ey ) (wams g tag ).

Tak zdefiniowane E(i : j) bedzie rozwiazaniem dla gwozdzi od ¢ do j, pozwalajac
rozbi¢ problem na mniejsze czesci. Aby sie o tym przekonaé, wystarczy
przeprowadzi¢ indukcje¢ wzgledem wartosci réznicy j — ¢. Usunigcie x, dla

1 < s <k, gdzie k = (%1, yanihiluje” nam FE(i : k) na mocy zalozenia
indukcyjnego i zostaje E(k+1:j)E(k+1:5)~! = 0. Rozumowanie jest
analogiczne, gdy k+1 < s < J.

Przyjrzyjmy sie dlugosci tak okredlonego rozwiazania. Dla uproszczenia
przyjmijmy, ze n jest potega dwéjki. Jesli d,, jest dlugoscia E(1 : n), gdzie

n = 2™, to spelniona jest zaleznosé¢ d,, = 46,,_1, co przy dy = 1 daje nam po
prostu d,, = 4™ = n2. Dla wartoéci n niebedacych potegami dwéjki pozostaje
prawda, ze dtugoéé¢ napisu jest rzedu n?.

Zagadka o wieszaniu obrazkoéw jest $wietnym przykladem na to, jak dobrze
dobrany zapis matematyczny pozwala uprosci¢ pozornie zlozony problem
kombinatoryczny do bardziej podstawowych, a przede wszystkim — czytelnych!
zagadnien. Nada si¢ ona réwniez na efektowny pokaz matematyczny, jezeli
tylko zamiast na gwozdziach, przeprowadzimy doswiadczenie na wyciagnietych
ramionach ochotnikéw!

Pierscienie Boromeuszy a wieszanie obrazkéow

* Wydzial Matematyki, Informatyki
i Mechaniki, Uniwersytet Warszawski

Rys. 1. Przyklad nietrywialnego splotu
petli D i E (splot Hopfa)

Michat MISKIEWICZ*

Polecam nastepujaca zagadke: skonstruowaé trzy petle (,,pierscienie”) A, B, C
w taki sposéb, by:

a) tworzyly one nietrywialny splot, a wiec np. by petli C' nie dalo sie wyjaé na
zewnatrz;

b) kazda para tworzyla trywialny splot, czyli np. po usunieciu C pozostate petle
A, B dalo sie rozdzieli¢.

Dla ilustracji podaje obok przyktad nietrywialnego splotu dwéch petli (rys. 1).
Nietrywialno$¢ mozna rozpoznaé po tym, ze idac wzdtuz D, raz przechodzimy
nad E, a raz pod. Rozwiazanie tej zagadki (jak i nastepnych) mozna znaleZé
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Rys. 2. Trywialny splot A i B jako
zaczatek rozwigzania zagadki. Kolorem
zaznaczona jest petla C' odpowiadajaca
przykladowemu napisowi ab
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Rys. 3. Na petli C rozpieto ,dysk”
rozlaczny z A. Umozliwia to stopniowsg
deformacje petli C' poprzez Scigganie jej
do punktu, co zaznaczono kolorowymi
liniami

Rys. 4. Petla G jest dwukrotnie nawinigta
na okrag F', a mimo to na F' da si¢
rozpigé powierzchnie roztaczng z G

na stronie [18, tymczasem wskazéwka: zaczaé¢ od umieszczenia petli A i B jak
na rysunku 2 (moga nawet na siebie nachodzié, byle nie byly splatane), po
czym poprowadzié¢ petle C' w taki sposéb, by kolejne ,przeciecia” z petla A

sie znosity, czyli np. uktadaly w ciag nad-nad-pod-pod lub nad-pod-pod-nad;
podobnie z petla B — w ten spos6éb unikniemy splotu par A,C i B, C. Pozostaje
przeprowadzi¢ to w taki sposéb, by cata tréjka byla splatana.

Najprostsze rozwiazanie tej zagadki bierze swoja nazwe od wloskiego rodu
Boromeuszy, ktory umiescit je w swoim herbie. Wedlug niektérych zrédet splot
ten symbolizowal wiezy laczace trzy rodziny arystokratyczne — Boromeuszy,
Sforzéw i Viscontich — a wedlug innych odnosil sie do Tréjcy Swietej. Byt tez
chetnie stosowany wezesniej przez ludy germanskie (w swojej tréjkatnej formie
znanej jako wvalknut), jak i poza Europa. Jaki jednak ma to zwiazek z wieszaniem
obrazkéw rozwazanym przez Marie Pieczarke w obecnym numerze?

Otéz jest to po prostu ta sama zagadka! W zobaczeniu tego pomoze opis
formalny, nieco odmienny od jezyka przej$¢ nad i pod. Ustalmy jakis punkt
zaczepienia O i prowadzmy petle C' etapami: w jednym kroku wychodzimy z O,
przechodzimy przez jedna z petli A lub B i wracamy do O. Zanotujmy przy tym
kolejne kroki: niech a odpowiada przejsciu przez A z géry na dét, a~' podobnie,
tylko z dotu do géry, a b oraz b~! analogicznie dla B. Przeanalizujmy nastepnie
otrzymany napis. Dla przykladu: ab odpowiada zwyczajnemu tancuchowi
zlozonemu z trzech ogniw (rys. 2), ktéry spelnia prawie wszystkie warunki
zagadki — niestety usuniecie A pozostawia B i C' nadal splatane. Odnotujmy,

ze przyporzadkowanie napisowi odpowiadajacej mu petli jest wzajemnie
jednoznaczne, jedli uméwimy sie, ze napisy mozna ,skraca¢”, np. utozsamiajac
aaa1b z ab (polecam zastanowi¢ sie, dlaczego to sa dwa sposoby opisu tej samej
petli), przy czym zamiana kolejnosci symboli jest niedozwolona. Ta obserwacja
nie jest tatwa w dowodzie, ale chyba odpowiada intuicji.

Po przeczytaniu artykutlu o wieszaniu obrazka nie powinno dziwi¢, ze
wladciwym rozwiazaniem okazuje sie... petla C opisana poprzez aba~'b
Rzeczywiscie, usuniecie petli B powoduje, ze symbole b i b~! mozna pominaé,
pozostawiajac aa ™', a to skraca sie do pustego napisu, czyli petli trywialnej
(niepolaczonej z A); podobnie jest przy usunieciu A. Warto pamietaé, ze nie
jest to jedyne rozwiagzanie. W artykule Jacka Gladysza z|Ai¢ pojawia sig inny
naturalny splot, spopularyzowany przez Martina Gardnera, i okazuje sie, ze
istotnie rézni sie on od splotu Boromeuszy. Jakiemu napisowi odpowiada?
Pozostawiam Czytelnika z tym pytaniem.

—1

Proponuje jeszcze trzy zagadki zwiazane ze splotem Boromeuszy. W ramach
wstepu do pierwszej z nich zauwazmy, ze na petli C' nie da sie rozpiaé¢ dysku,
ktéry bytby roztaczny z A i B — inaczej C daloby sie Sciagna¢ do punktu bez
zahaczenia o pozostale petle (rys. 3). Ale da sie rozpia¢ co innego:

Zagadka 2. W splocie Boromeuszy znalez¢ powierzchnie rozpietg na petli C,
czyli majaca C jako swéj brzeg, a jednoczesnie roztaczng z petlami A i B.

Warto zwroci¢ uwage, ze na rysunku 1 podobne zadanie byloby niemozliwe —
na petli D nie da si¢ rozpiaé Zadnej powierzchni rozlacznej z E. Okazuje sig

tu kluczowe, ze napis aba~'b~! skraca sig, jedli dopuscimy zamiane symboli
miejscami (bo aa~'bb~! sprowadza si¢ do pustego napisu). Pelne wyjasgnienie
tego fenomenu mozna odnalezé w twierdzeniu Hurewicza, na ktorego omowienie
niestety brakuje tu miejsca.

Zagadka 3. Znalez¢ powierzchnie rozpieta na F' i rozlaczng z G (rys. 4). Czy
jest ona dwustronna czy jednostronna? (inaczej: orientowalna czy nie?)

Zagadka 4. Znalez¢ powierzchnie rozpieta na splocie Boromeuszy, czyli taka,
ktérej brzeg sktada sie z trzech okregdéw A, B, C.

Podobnie dla kazdego innego splotu (lub wezta) da sie znalezé rozpieta nan
powierzchnie orientowalna (nawet wiecej niz jedna), nazywana powierzchnia
Seiferta — pozytki z istnienia takiej powierzchni to rowniez temat na inng
opowiesc.
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