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W calym tekscie n, j, k sa nieujemnymi
liczbami catkowitymi.

Symbol Newtona (?) oznacza liczbe

sposob6éw wybrania podzbioru
7 elementéw sposréd n réznych. Jest to

réwnowazne wskazaniu n — j elementéw
niewybranych, wiec (?) = "ﬁj .
Przyjmujemy, ze (8) =1.

Dla n = 0 we wzorze (%) mamy 1 = 1.

Dodajemy kolumnami, korzystajac
ze wzoru ().

Korzystamy ze wzoru na sume wyrazéw
ciggu geometrycznego.

Joanna JASZUNSKA*

W wielu problemach kombinatorycznych pomocne jest badanie odpowiednio
dobranych wielomianéw, a dokladniej — analizowanie ich wspétczynnikow.
Przedstawie kilka przykladéw o rosnacym stopniu trudnosci, wprowadzajacych
kolejne przydatne narzedzia i pomysty. Wielokrotnie korzysta¢ bedziemy

7 Waznego wzoru:

(%) (1+2)" = Z <",L> 2.

: J

7=0
Wzér ten uzasadnimy, analizujac proces wymnazania n nawiaséow. Z kazdego
z nich wybieramy skladnik 1 albo x i mnozymy tak wybranych n elementéw,
a nastepnie wszystkie uzyskane w ten sposéb iloczyny dodajemy. W efekcie

uzyskujemy sume wyrazen postaci 1”727 dla j = 0,1,2,...,n, przy czym kazde
z nich pojawia sie¢ doktadnie tyle razy, na ile sposobéw da si¢ wybraé¢ j nawiaséw
spoéréd n (i z nich wziaé element ), czyli wlasnie (?) razy. d

Podstawiajac © = 1, otrzymujemy znany wzér 2" = Z?:o (?) Kazda z jego
stron opisuje liczbe podzbioréw zbioru n-elementowego. Po lewej podzbidr
utozsamiamy z ciagiem decyzji wziaé¢/nie wziaé, podjetych wobec kazdego

z n kolejnych elementow, stad 2™ mozliwosci. Po prawej za$ zliczamy podzbiory

wedlug mocy, tzn. osobno liczymy podzbiory o 0,1,2,...,n elementach.

Dalsze ciekawe tozsamosci mozna uzyskaé, przyjmujac x = —1, x = 2 itd., a takze
rézniczkujac wzor (x) i dopiero péZniej podstawiajac za x jakie§ wartosci. My
jednak bedziemy odtad badaé¢ tylko wielomiany i ich wspotczynniki, traktujac x
jako pomocniczy symbol i nie rozwazajac zadnych konkretnych jego wartosci.

2 2n
) = < ) dla dowolnego n.
n

Rozwigzanie. Ze wzoru () dla wyktadnika 2n mamy (1 + x)?" = Z?ZO (i.”)xj.

n
Zadanie 1. Dowiesé, ze Z <n
J

=0

Wspétezynnik przy 2" w wielomianie (1 + )" jest wigc réwny (2:)

Z drugiej strony, wymnazajac czynniki po prawej stronie w iloczynie

n n
I+2)" - 1+a)" = (Z (n) j) : (Z (n) j),
=0 \J =0 N

wyraz 2" otrzymamy jako z7 - x" 7 dla kazdego j = 0, ..., n, przy czym przy
kazdym z tych czynnikéw pojawi sic odpowiedni wspétczynnik: (;‘) xd (nﬁj)x"_j i
Stad wspétezynnik przy ™ w wielomianie (1 + x)?" — réwny, jak juz wiemy,

(*™) - jest jednoczesnie réwny >0 (7;) (n’i]) =20 (?)2 O

+ (ktl) + (’;) = (n+1) dla takich n, k, ze n > k.

Zadanie 2. Dowie$é, ze (Z) +... i

Rozwigzanie. Oznaczmy aj = (Z) + ...+ (k;gl) + (’,z) Rozwazmy wielomian

ant™ + ...+ asx® + ayz' + aga’ =

- (e

+(3)a" o+ ()7

+ (D' o+ ()t + ()l

+(0)2" + .+ Q)2+ (o) + ()= =
=(1+a)"+.. . +Q+2)+(Q+2) ' +(1+2)° =
(4t -1 (1ot -1

(1+z)—1 x

Uzyskany iloraz jest — wbrew ewentualnym obawom — faktycznie wielomianem
zmiennej z: w liczniku po odjeciu 1 zostajg wylacznie sktadniki o dodatnich
potegach przy x i po podzieleniu przez x z mianownika otrzymujemy wielomian.
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Mozna oczywidcie latwo sporzadzié¢
tabelki mozliwych wynikéw, jednak ten
prosty przyklad postuzy nam

do przedstawienia pewnej ogdlniejszej
metody.

Czy mozna napisa¢ takie liczby na kostce
o$mioSciennej i monecie, by one tez
réwnie dobrze nadawaly sie do tej gry?
Warto przy okazji zadania 3 wspomnieé
tez o tzw. kosciach Sichermana, czyli
dwéch kosciach szesciennych réznych od
»standardowych”, ktore daja te same co
kosci ,,standardowe” prawdopodobienstwa
otrzymania poszczegdlnych sum oczek.

O problemie tym mozna przeczytac

w A[l)g.

Nieskonczone sumy w nawiasach nie sg
przeszkoda, mozemy bowiem przyjac, ze
|z] < 1, i skorzystaé¢ ze wzoru na sume
wyrazéw ciggu geometrycznego.

Intuicja podpowiada, ze co trzeci, czyli
237 /3 ale ta liczba nie jest catkowita, nie
jest wiec poprawna odpowiedzia.

Interesujace nas aj to wspélczynnik przy z* w tym wielomianie, czyli
wspétezynnik przy 21 w (1 +2)"*! — 1, a wiec — ze wzoru (x) — (ZE),
co konczy dowdd. O

Zadanie 3. W pewnej grze rzuca si¢ jednoczeénie dwiema kostkami
czworosciennymi, na kazdej moze wypasé 1, 2, 3 lub 4, wynikiem jest suma
otrzymanych liczb. Jakie sa mozliwe wyniki i jakie ich prawdopodobienstwa?
Jak by sie zmienily, gdyby na jednej z kostek byly liczby 1, 2, 2, 3, a na drugiej
1, 3, 3, 57

Rozwigzanie. Rozwazmy nastepujacy iloczyn, w ktorym kazdy z czynnikéw
odpowiada jednej kostce, a kolejne wyktadniki przy  w danym nawiasie réwne
sg liczbom na tej kostce:

({ZZ1+£E2+:L‘3+:174)~($1+$2+{E3+LL‘4):

g 2k =

1<4,k<4

E oItk =

1<, k<4

8
E anpx”
n=2

Mnozac te nawiasy, uzyskujemy 16 sktadnikéw postaci 7 - 2* = z7+F.

Niektére sie powtarzaja, na przyklad 2° wystepuje cztery razy, bo
1+4=243=3+2=4+ 1. Wspélczynniki a,, to wlasnie krotnosci
poszczegdlnych x”, zatem as = 4. Tak otrzymany wielomian opisuje wiec mozliwe
wyniki (wystepujace w nim wartosci n) oraz ich prawdopodobienstwa (w tym
przypadku réwne a,, /16).

Analogicznie dla kostek z liczbami 1, 2, 2, 3 oraz 1, 3, 3, 5 mamy wielomian
(' + 22 +a2?+ 23 (el 423+ 2P b)) =
z? (1+2:r—|—x (1 +22% + 2t) = 22
(x-(1+:v)-(1+x2))2 = (z
= (z+ 2% + 23 4+ 212
Jest to dokladnie ten sam wielomian co wcze$niej, ma wigc takie same

wspolezynniki. Wobec tego nasze nowe kostki daja identyczne sumy
z jednakowymi prawdopodobienstwami. (I

(42?1422 =
(I+z+a®+2%)° =

Zadanie 4. Kupujemy n owocoéw, przy czym liczba gruszek ma by¢ parzysta,
moreli — podzielna przez 5, pomarariczy najwyzej 4, arbuz najwyzej 1 (innych
owocéw nie rozwazamy ). Na ile sposobéw mozna spelnié te warunki?

Rozwigzanie. Podobnie jak w poprzednim zadaniu, wymnézmy cztery

nawiasy odpowiadajace owocom, gdzie wyktadniki przy x w kazdym nawiasie
odpowiadaja dopuszczalnym liczbom owocéw. Wéowcezas uzyskamy sume
jednomianéw postaci 29 - ™ - xP - x¢ = xIT™IPTA sdzie g odpowiada mozliwej
liczbie gruszek, m — moreli itd. oraz chcemy, by g + m 4+ p + a = n. Wobec tego
odpowiedz to wspdétczynnik przy x™ w iloczynie

VoMb +2 ) I+t 2?42 2t (1 +2) =

1 1 1-2 1-22 [ 1\ _
C1-22 1-25 1-2 1-2 \l-z2)

=(1+z+22+..)%

(1+2% 42" +..

Podnoszac 1 + x + 22 + ... do kwadratu, skladnik ™ dostajemy jako x7 - "7
dla kazdego 7 =0, 1,...,n, wiec na n + 1 sposobow. Taki jest zatem poszukiwany
wspotczynnik przy ™, czyli szukana liczba sposobéw wybrania owocdw. O

Zadanie 5. Ile podzbioréw zbioru {1,2,...,3n} ma podzielna przez 3 liczbe

elementow?

Rozwigzanie. Niech ¢ # 1 bedzie dowolnym zespolonym pierwiastkiem trzeciego
stopnia z 1 (drugim jest wtedy ¢?). Woéweczas 1, ¢ i ¢ sa rozwiazaniami réwnania
3-1=0,czyli (z=1)(1+2+2%)=0.Stad ¢> =1 oraz 1 + g+ ¢* = 0 (*x).
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Obserwacja (x%x):

ze wzoréw (*x) dla j = 3k mamy
@+ +¢¥ =1+1+1=3,

a dla pozostalych j otrzymujemy
“+¢ +¢7 =1+q+¢ =0

Korzystamy z wtasnosci (xx) liczby q.

Poczatkowa intuicja nie byta zla.

Intuicja znéw podpowiada, ze co trzeci,
czyli okoto 23™ /3 i znéw okazuje sie dosé
trafna.

Przykladowo, dla n > 2 mamy

2122 .28 =21 . 25 =22 . 0 =2

oraz sume 6 maja cztery podzbiory:
{1,2,3},{1,5}, {2,4}, {6}, zatem ag = 4
(podobne rozumowanie pojawito sig¢

w zadaniach 3 i 4).

Dodajemy kolumnami, jak w zadaniu 2.
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Korzystajac ze wzoru (), otrzymujemy
(1 +q0)3n + (1 +ql)Sn 4 (1 + q2)3n _
3n 3n 3n
3n o 3n L 3n y
=S (M) (a3 () -
=0 \J =0\ =0\
3n

3 (M@ + '+ :3.271: o

, J 3k)’
=0 k=0

przy czym ostatnia réwnosé wynika z obserwacji (##%) na marginesie.

Zauwazmy teraz, ze ZZ:O (32) to dokltadnie poszukiwana w zadaniu liczba
podzbioréw zbioru (3n)-elementowego o liczbie elementéw podzielnej przez 3.

Jednoczesnie

(1 +q0)3n, + (1 +q1)3n 4 (1 +q2)3rn _
—_ 23n + (7q2)3n + (7q)3n —_ 2377, + (71)3nq6n + (*1)371(]3“ —_
=2 4 (=) + (- =2%" 42 (=)™

—~ (3n\ 2% 42 (-1)"
Stad ostat i ik: = 0
ad ostatecznie mamy wyni ; (3k> 3
Zadanie 6. Ile podzbioréw zbioru {1,2,...,3n} ma podzielna przez 3 sume

elementow?

Rozwigzanie. Rozwazmy wielomian

m
w(z) = (14+2)(14+22)(1+2%) ... (1 +2°") :Zajzj dlam=1+2+...43n.
j=0
Po wymnozeniu nawiaséw, kazdy skladnik 27 pojawia sie tyle razy, na ile
sposobéw mozna go uzyskaé jako iloczyn parami réznych poteg z (bo
wybranych z réznych nawiaséw), czyli tyle razy, na ile sposobéw mozna uzyskaé
wykladnik j jako sume elementéw pewnego podzbioru zbioru {1,2,...,3n}.
Szukang odpowiedzig na pytanie z zadania jest zatem warto$¢ wyrazenia
a0+a3+a6+...
Niech ¢ bedzie okredlone tak samo, jak w poprzednim zadaniu. Wéwczas
w(g”) +w(g") +w(g?) = ao(q”)” + ar(¢")' + a2(¢") + ... + am(a”)"+
+ao(g")’ +ai(q")' +az(¢")’ + ... + am(qh) "+
+ao(q®)° +a1(¢®)' +a2(¢®)* + ... +am(®)™ =

=3 "a; (¢ + (a') + (¢®)?) =3 (a0 + a3 +ag +...),
j=0

ostatnia réwno$é znéw wynika z obserwacji (**x), na marginesie przy zadaniu 5.
Wyznaczymy ponownie w(q”) + w(q') + w(q?) korzystajac z definicji wielomianu
w(z), liczby ¢ oraz jej wlasnosci (x):

w(g®) = w(l) =2°",

wlg) =1+ 1 +¢) 1+ ... (1+¢") = (1 +9 1+ )1 +¢")" =

= (=) (=9)(2))" =27,

w(g®) = 2" (analogicznie).
Stad ostatecznie w(q") + w(q') + w(g?) = 23" 4+ 2 - 2" { wobec tego mamy wynik:

23n +92.9n
ag+az+ag+...= f
Zachecam do poszukiwania innych rozwiazan powyzszych zadan (zapewniam, ze
istnieja liczne i réznorodne!) oraz innych probleméw, ktére mozna rozwiazaé
przy uzyciu zaprezentowanych tu metod. Zainteresowanym dalsza lektura
polecam przedstawione na marginesie teksty, a takze wyszukiwanie w literaturze
terminu funkcje tworzgce.
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