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Doktadnie 44 lata temu, w 1981 roku, we wrze$niowym numerze Delty ukazal
sie regulamin ligi zadaniowej Klub 44 i zostaly opublikowane trzy pierwsze
zadania. Redagowal dr Marcin E. Kuczma. .. i tak pozostaje do dzis! W obliczu
wszechobecnych zmian, ktére nastapily w minionych dekadach, ta stalos¢ to
fenomen na Swiatowa skale! W inauguracyjnym numerze Prowadzacy pisal: ,,Gléwna
nagroda ma by¢ przyjemno$¢ plynaca z gimnastyki umystowej”. Potem zwracal
uwage na to, ze liga to zabawa, ale zwiazana z mierzeniem sie z ,niebanalnymi
problemami”. Ten artykul, wraz z ilustracjami umieszczonymi na marginesach stron
rocznicowego numeru Delty, jest czytelniczym podzickowaniem za lata radosci

z mierzenia si¢ z ligowymi wyzwaniami.

Dlaczego wlasnie wielo$ciany? Bo bywaja piekne, bo moga by¢ pretekstem

do formutowania niebanalnych problemoéw, bo ich wymy$lanie to gimnastyka
umystowa i znakomita zabawa. Jest wiec w nich wszystko to, co wyptywa

z ducha Klubu 44 M. Wybér wieloSciandéw ma tez uzasadnienie osobiste.
Autorzy tekstu i ilustracji to prywatnie ojciec i syn: pierwszy jest czlonkiem
Klubu 44 M, a drugi projektantem wzornictwa. WieloSciany wielokro¢ przewijaty
sie w naszej rodzinnej edukacji, stawaty sie czasem rocznicowa laurka. Praca nad
44 czterdziestoczteroscianami byta piekna przygoda, w ktorej zaden z nas nie
poradzitby sobie bez drugiego — matematyczne podpowiedzi utatwialy proces
modelowania bryl, a ten czesto weryfikowal pierwotne pomysty i wprowadzal
nieoczekiwane modyfikacje i smaczki.

Zalezalo nam, by 44-Sciany byly rozmaite: nawiazywaly do réznych pojeé
matematycznych, ale tez innych dziedzin obecnych na tamach Delty, by byty
efektowne, a czasem nawet zabawne. Opisy 44-Scianéw maja zréznicowany
charakter i nieraz zachecaja Czytelnika do samodzielnych rozwazan. 44-Sciany
prezentujemy na kilka sposobéw, kierujac si¢ zawsze specyfika bryly.
Wybieraliémy katy widzenia, pozwalajace jak najlepiej dostrzec istotne cechy
konkretnego wieloscianu. Polecamy jednak goraco skorzystanie z galerii
dostepnej na stronie deltami.edu.pl/44sciany, umozliwiajacej ogladanie
wirtualnych modeli 44-$cianéw ze wszystkich stron. Zachecamy do nadsytania
do Redakcji uwag i spostrzezen na temat prezentowanych bryt, a takze
przedstawiania wtasnych propozycji — bytoby wspaniale, gdyby powstata
galeria 144, czyli grosa, 44-$cianéw!

Przejdzmy do opisywania bryl. Chcac, choéby krétko, odniesé sie do kazdego

z 44 wieloScianéw, musimy uzywacé uproszczen i skrotéow, stawiajac raczej

na sugestywnos¢ niz formalizm. Np. antygraniastostupem o podstawie

k-kata — skrotowo antg(k), nazwiemy tez kazdy wielodcian, ktéry jest z nim
izomorficzny, ostrostupy oznaczymy jako ostr(k), nasze 44-$ciany — symbolami
W1, W2, ..., W44, a bryly platonskie, stanowiace punkt wyjscia wielu
konstrukcji — jako F4, F6, F8, F12 i F20. Malo znany, lecz zgrabny i uzyteczny,
dwuklinoid przyciety (ang. snub disphenoid), o 12 tréjkatnych $cianach,
standardowo oznaczymy przez J84 (jest to jedna z tzw. bryl Johnsona).

Na poczatek do$é¢ proste konstrukcje, tworzone przez sklejanie innych
wieloscianéw. W1 powstaje, gdy dwa F20 zlaczymy Scianami i przekrecimy
wzgledem siebie o 60°. Wszystkie jego Sciany sa trojkatami réwnobocznymi,
choé réznej wielkosci. W2 jest czworoscianem Scietym, na ktérego $cianach
postawiono graniastostupy. Krawedzie tej bryly sa réwnej dtugosci, wiec jej
$ciany to wielokaty foremne. W3 to ostrostupowa wersja sferostozka (Als).
Turlany, tak samo jak sferostozek, zatacza si¢ i dodatkowo turkocze.

Ma wszystkie Sciany bedace identycznymi tréjkatami rownoramiennymi.

W4 to antg(7) z F4 doklejonym do kazdej bocznej Sciany. W5 to cztery J84
przyklejone ,na sztorc” do $cian F4. Mozna to zrobi¢ na wiele sposobéw (ile?),
ale prezentowana wersja wydaje sie najzgrabniejsza. W6 jest antg(11) z dwoma
doklejonymi do podstaw ostr(11). Podobnie jak w przypadku W3, wszystkie jego
$ciany sg identycznymi tréjkatami réwnoramiennymi. Czytelnikowi Wytrwalemu
polecamy znalezienie stosunku bokéw tych trojkatow, dzigki ktéremu W6 ma
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sfere opisang. W7 to cztery sklejone oémiosciany Sciete, znane ze zdolnosci
wypelnienia przestrzeni. Kazdy angazuje w kontakty z sasiadami trzy sposrod
14 Scian, wiec pozostalych 11 zostaje wolnych. W8 jest fragmentem obiektu
zwanego tetraheliz, majacego jako jednostke F4. Ze wzgledu na krawedzie
ukladajace sie w potréjna helise przypomina strukture kolagenu. Warto

przy okazji wspomnie¢ twierdzenie Hugona Steinhausa, udowodnione przez
Stanistawa Swierczkowskiego, méwiace o niemoznosci uformowania tanicucha F4
w zamknieta petle. Wreszcie W9, od ktérego zaczela sig cala nasza przygoda
z 44-Scianami. Ostatecznie wyszlo na jaw, ze jest matematycznym oszustem!
Mial powstaé¢ ze sklejenia czterech J84 i dwbéch F4. Bardzo chcieliSmy, by jego
44 ciany byly tréjkatami rownobocznymi, co czynitoby go, nomen omen,
deltoscianem. Okazalo sie, ze warunkiem domkniecia tej bryly jest skrécenie,
o niespelna 3%, dwéch krawedzi prostopadlych do jej dlugiej osi. Na wieéé

o tym, ze nie sa jednak foremne, czworo$ciany az poszarzaly ze wstydu. ..

W10 to kombinacja czterech przenikajacych sie ostr(11), ktérych wysokosci leza na
wysokosciach pewnego F4. Wyglada groznie, bo przypomina kolce do zatrzymywania
pojazdow. W11 to ekspresyjna kompozycja przenikajacych sie, parami podobnych,
ostrostupéw — ilustruje jeden ze sposéb pomnazania liczby Scian.

Wielosciany chodzace parami. W12 to kanoniczny antg(21)... nudny
nieco. Co sie jednak stanie, gdy, w wersji krawedziowej, rozsuniemy podstawy
i mocno obrécimy je wzgledem siebie? Powstaly W13 jest tak nieoczywisty,
ze pokazujemy tez dwa jego przekroje, dowodzace m. in. braku wypuklosci
bryly. Jej boczne krawedzie dziela si¢ na dwie grupy, ze wzgledu na kat, pod
jakim przebijaja plaszczyzny podstaw. Kazda grupa to odcinki tworzacych
innej hiperboloidy jednopowtokowej. Te dwie powierzchnie maja wspolna os,
réznia sie obwodem ,,talii” i przecinaja sie wzdluz okregdéw opisanych na
podstawach W13. Wieloéciany W14 i W15 s wariantami jednego pomystu.
Pierwszy realizuje wyjsciowy zamysl autora-ojca, podczas gdy drugi powstat
w wyniku nieprecyzyjnego opisu tego zamystu, tworczo zinterpretowanego
przez autora-syna. Czytelnik Skrupulatny doliczy sie, ze w obu wersjach
najdalszy (niewidoczny) wierzcholek duzego szescianu musi by¢ Sciety,

by powstala 44. Sciana. W16 i W17 przedstawiamy wyjatkowo w formie
siatek, a nie gotowych wieloScianéw. W pewnym sensie obie bryly sa
dwupiramidami $cietymi, w ktérych dodatkowo $cieto jeszcze po dwa
wierzchotki. Pierwsza bryte Czytelnik z tatwoscia ztozy w wyobraZzni. Powinno
to poméc w uzmyslowieniu sobie, na zasadzie analogii, czym jest druga bryla,
tym razem. .. czterowymiarowa. Ulatwieniem moze by¢ wejscie w perspektywe
plaszczaka (patrz A3, i|/Al,) i zastanowienie sie, jakie on mialby trudnosci ze
zrozumieniem siatki bryly tréojwymiarowej i sposobu jej sklejenia.

Wieloscianowe tamance. W18, ztozony z 11 odcinkéw preta o kwadratowym
przekroju, ma ksztalt trojlistnika, czyli najprostszego nietrywialnego wezla.
Konstrukcja W19: wezmy smukty pochyly ostrostup o podstawie tréjkata
réwnobocznego — taki, zeby rzut jego wysokosci na podstawe byt prostopadty
do jednego z jej bokéw. Tnijmy ostrostup réwnoleglymi ptaszczyznami, by
powstajace segmenty, poza ostatnim, byly parami podobne. Kazdy kolejny
segment obré¢my o 120° wzgledem poprzedniego. Wspomniany warunek
prostopadlosci zapewnia wspolplaszczyznowosé pewnych $cian kolejnych
segmentow, dzigki czemu 44-Scienna heliso-spirala ma wigcej skretéw.

Motywy Scinania i motyw uzupelniania. W20 to F4, ktéry zostat
woszlifowany” przez czterokrotne Scinanie wierzchotkéw. Dzieki doborowi katéw
ciecia tréjkatne $ciany F4 udalo si¢ zmieni¢ w 21-katy foremne. W21 powstaje
z F4, ktéremu na przemian ujmowane sa i dodawane coraz mniejsze jego kopie.
W konsekwencji ma wszystkie $ciany rownolegte do écian wyjsciowego F4. Brytla,
niczym Janus, ma rézne oblicza, dlatego pokazujemy ja z czterech stron.

Wielosciany z dedykacja. W22 to uklon pierwszego z autoréw, biologa
i pszczelarza-amatora, w strone P.T. Felietonistek biologicznych Delty.
Rozgaleziajaca sie struktura, inspirowana morfogeneza roslin, wspiera sie
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na pniu w ksztalcie komorki pszczelego plastra. Kto nie zna historii o tym,

jak pszczoly, bez uzycia rachunku rézniczkowego, rozwiazaly problem
optymalizacyjny, dotyczacy oszczedzania wosku, niech koniecznie o tym
przeczyta — choéby w klasycznej ksiazce ,,Sladami Pitagorasa” Szczepana
Jelenskiego. W23 to w zamierzeniu realizacja 44-Scianu losowego — zostal
wyciety z przestrzeni 44 plaszczyznami, stycznymi do sfery w losowo wybranych
punktach. Czytelnik zechce przemysle¢, dlaczego jeszcze przed losowaniem
mozna bylo stwierdzié, ze z prawdopodobenstwem réwnym 1 bedzie miat

126 krawedzi i 84 wierzchotki. W24 okresliliSmy jako 44-Scian réwnomierny,

a tworzac go, my$lelidmy o fizykach i ich wzajemnych relacjach z matematykami.
Punktom wylosowanym na potrzeby konstrukeji wielo$cianu losowego W23
przypisaliémy jednakowe tadunki i, w prostej symulacji, pozwolilismy im
poruszac si¢ po sferze do momentu, gdy sily odpychania si¢ zréwnowaza. I znéw
— plaszczyzny styczne w tych punktach sfery okredlity polozenie écian. Efekt byt
dla nas zaskakujacy i zachwycajacy — w strukturze bryly nie pozostal zaden $lad
po wieloécianie losowym! Okazal sie dalekim, nieznanym krewnym szes$cianu,
cechujacym sie takimi samymi jak on symetriami. Jego Sciany to 24 pieciokaty
oraz 8 i 12 szesciokatéw dwoch rodzajow. UznaliSmy, ze jest matematycznie
najdoskonalszym z 44-$ciandéw, jaki udalo sie nam stworzy¢, w zwigzku czym
postanowiliémy go zadedykowaé¢ Twoércy Ligi.

W25 nazwaliSmy 44-$cianem , a zostal stworzony z mysla o informatykach.
ZadaliSmy sobie pytanie, czy w 44-Scianie mozna zakodowaé rozwiniecie

liczby 7. Wybér padl nie na system binarny, lecz czwérkowy (dla piszacego

te stowa najbardziej naturalny, bo przez pot zycia wpatrywal sie w ciagi liter
A, C, G, T). Czworka pasuje tez do obchodzonej rocznicy. Skonstruowalismy
wiec wieloScian, w ktorym istnieje Sciezka przejscia przez kolejne, sasiadujace
$ciany, pozwalajaca odczytaé¢ poczatkowe 44 cyfry czworkowego zapisu liczby 7
(oeis.org/A004603) — wystarczy od liczby bokéw kolejnych écian odejmowaé 3.
Strukture wieloécianu opracowaliSmy heurystycznie, lecz przejscie od wariantu
sferycznego do bryly o plaskich $cianach byto karkolomne i nie obeszlo

si¢ bez pomocy Al. W26 poswigcamy astronomom. Inspiracja byly obrazy
galaktyk, zwlaszcza spiralnych z poprzeczka. Funkcje tej ostatniej spetnia

w 44-$cianie niezastapiony J84, podczas gdy galaktyczne ramiona zbudowane
sa 7z ostrostupow i ostrostupéw Scietych.

Wielosciany toroidalne. W27 jest najprostszy — to 11 Scietych ostrostupow
prawidtowych czworokatnych, sklejonych bocznymi Scianami. Efektowniejszy
jest W28 — powstaje, gdy antg(11l) ,wydrazymy” z obu stron, uzywajac
powierzchni bocznych dwéch ostr(11). Wéréd Scian pojawiaja sie pieciokaty
wkleste. Nieztym ¢éwiczeniem wyobrazni moze byé rozbijanie bryly na jednakowe
segmenty. W29 to kombinacja czterech F12. Sklejone $cianami po dwa stworzyty
,balwanki”  ktére nastepnie zsunieto tak, by sie czesciowo przenikaly. W30 jest
odpowiedzia na pytanie: czy sklejajac 11 jednakowych czworoScianéw, mozna
otrzymac 44-Scienny torus. Nam udato sie to dla czworosciandéw réwnosciennych
(o ktérych mozna przeczytaé np. w A, i A1), nie wiemy, czy jest to mozliwe
dla ostrostupéw prawidtowych tréjkatnych. W31 ma brata blizniaka, z ktérym
po rodzicach, szeScio—oémioscianach przycietych, dziedziczy ich szczegdlng
ceche — chiralnos¢é. Powstal, gdy jedna z lustrzanych form rodzicielskich przebito
tunelem o strukturze antg(4).

Topologiczne precle. W32 ma genus (czyli ,liczbe otworéw/tuneli”) réwny 2.
Powstaje ze sklejenia, za posrednictwem F6, dwbch toruséw, z ktorych kazdy
jest zlepkiem siedmiu klinéw o kwadratowej podstawie. 20 jednakowych
ostrostupéw Scietych o podstawie tréjkata, o odpowiednio dobranych katach
dwuéciennych, mozna sklei¢ écianami bocznymi tak, by utworzyly F20, majacy
wewnatrz pustg przestrzen w ksztalcie F20. Usuniecie czterech ostrostupéw,
lezacych w symetrii wierzchotkow F4, dato 44-§cian W33, ktéry wydaje sie
preclem o genus 4. Gdy jednak Czytelnik Topologicznie Wprawny wynicuje go
w wyobrazni tak, by Scianki jednego z otworow staly sie waska tréjgraniasty
ramka, zauwazy, ze powstajacy izomorficzny z nim W34 ma w rzeczywistosci
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D. R. Kaprekar formalnie nie miatl
zadnego wyzszego wyksztalcenia
matematycznego, mimo to opublikowal
bardzo duzo artykuléw naukowych

i popularnonaukowych.

Przyjmuje si¢ ponadto, ze N =1 jest
liczbg n-Kaprekara dla dowolnego n.

Przypadek ten, odpowiadajacy @ = 0,
R =1, nazywa si¢ trywialnym.

genus 3. W35 jest dwudziestoScianem $cietym, przebitym trzema, parami
prostopadlymi i przenikajacymi si¢ czeéciowo, pieciokatnymi tunelami,

z ktérych kazdy daje 6 $cian, w tym dwie wspélplaszczyznowe. W36 to F20
przebity dwoma parami rownoleglych tuneli taczacych pieciokaty powstate po
Scieciu o$miu z jego 12 wierzchotkéw. Tunele wzajemnie przecinaja (lub tylko
nacinaja) niektére ze swoich $cian. Wyznaczenie genusu W35 i W36 to zagadka,
ktorej rozwiazanie Czytelnik znajdzie na stronie |8, W37 to precel-monstrum

0 99 tunelach, ztozony z 20 identycznych, przenikajacych si¢ ostrostupéw. Ma 44
$ciany, 720 krawedzi i 480 wierzchotkéw, co jest zgodne z uogélnionym wzorem
Eulera W + S = K + 2 — 2T. Cgzy istnieje 44-$cian o wiekszej liczbie otworéow?

44-5cienne fantazje. W38 to fragment kombinacji F4 i jego obrazéw, bedacych
wynikiem obrotéw o 60° wokél kazdej z wysokosci. Scinajac wierzcholki,
otrzymujemy gwiazdy. W39, pokazany w formie szklanego bloku widzianego

od spodu, jest Scietym F4 z jedna ze Scian wydrazona w sposob inspirowany
platkiem Kocha. W40 jest odpowiedzia na pytanie, czy istnieje 44-Scian

z 44-katna $ciang (oczywiscie nie istnieje taki wieloScian wypukly). W naszej
konstrukeji pojawiaja sie Sciany sasiadujace wzdluz dwdch, a nie jednego
odcinka. Kto$ moze spytac¢: czy to legalne? Na szczescie, jak wiadomo, nie
istnieje jedna obowiazujaca definicja wieloscianu. Uspakajajace jest tez to,

ze W40 spelnia wzor Eulera. W41 powstal z dwunasto$cianu rombowego, do
ktérego 11 Scian doklejono ostrostupy, a w dwunastej, dzieki przedtuzeniu $cian
sasiadujacych ostrostupéw, powstalo zaglebienie. Ksztaltem przypomina nieco
jezowca, ktorego jednak charakteryzuje symetria pieciopromienna. W42 jest
ostrostupem $cigtym o podstawach zlozonych z 14-katéw foremnych z siedmioma
doklejonymi sze$ciokatami. Przywodzi na mysl sredniowieczna baszte lub wieze
szachowa. W43 to J84, na ktérego 4 peryferyczne Sciany natozono wypukle
trojramienne gwiazdy. Ostatni prezentowany wieloscian, W44, jest odpowiedzig
na pytanie, czy 44-Scian moze mie¢ 44 przekatne. Jego podstawa jest wielokat
o wierzchotkach lezacych na lemniskacie (owalu Cassiniego) o nieprzypadkowo
dobranym parametrze e = 1,044. By uzyskaé zadana liczbe przekatnych,
pozbawiliémy go symetrii. Moze ktos$ z Czytelnikéw udowodni, ze 44-$cian

z 44 przekatnymi nie moze by¢ wypukly? A moze komu$ uda sie, nie tracac
wypuklodci bryly, uzyskaé liczbe przekatnych P taka, ze |44 — P| < 57 Z tymi
pytaniami pozostawiamy Czytelnikow, majac nadzieje, ze podroz przez kraine
44-3cianéw dala im réwnie wiele przyjemnoéci, co nam ich konstruowanie.

Liczby Kaprekara Karol GRYSZKA*

W 1980 roku indyjski matematyk-amator Dattathreya Ramachandra Kaprekar
opisal pewien szczegdlny typ liczb naturalnych posiadajacych zaskakujaca
wlasno$é. Przedstawimy ja na przykladzie liczby 297. Rozwazmy kwadrat tej
liczby i przyjrzyjmy sie jego cyfrom:

2972 = 88209, 88 + 209 = 297.

Zapis dziesietny tego kwadratu zostal podzielony na dwa bloki zlozone z dwdéch
lub trzech cyfr o tej wlasnoéci, ze suma blokéw daje wyjsciowa liczbe. Taka
wlasno$é i jej odpowiedniki pozwalaja na zdefiniowanie liczby Kaprekara,
a $cidlej liczby n-Kaprekara. Jest to kazda liczba catkowita dodatnia N, dla
ktorej

N*=Q-10"+R, N=Q+R,
gdzie @ > 110 < R < 10™ sa liczbami naturalnymi. Ponadto méwimy, ze
N jest liczba Kaprekara, gdy jest liczba n-Kaprekara dla pewnego n. Ponizej
prezentujemy inne liczby Kaprekara.

92 =81 8+1=9 n=1
45% = 2025 20 4 25 = 45 n=2
297% = 88209 88 4 209 = 297 n=3
48797 = 23804641 238 44641 =4879 n=>5

5384617 = 289940248521 289940 + 248521 = 538461 n =6
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