Historia jednego zadania Michat ADAMASZEK

Tutaj i dalej tréjkaty i inne konfiguracje
mogg by¢ zdegenerowane, na przyklad
dopuszczamy A = B, chociaz w niektérych
argumentach dla zwiezlosci bedziemy
udawaé, ze nie sa. Czytelnik z latwoscig
wypelni te luki, jest to tylko kwestia
wypowiedzenia kilku dodatkowych stéw,
aby obsluzy¢ te proste przypadki.
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Odpowiedzi na pytania ze strony |15}
Genus wielo$cianu W35 wynosi 6. Nie jest
latwo wyobrazi¢ sobie te bryte jako
figurke z plasteliny i tak ja porozciaggac,
by dostrzec precel z szeScioma otworami.
Pewniejsza metoda jest uwazne zliczenie
wierzchotkéw i krawedzi ($cian jest
oczywiScie 44) i obliczenie liczby tuneli,
korzystajac z uogdlnionego wzoru Eulera.
Wielo$cian W36 ma genus 8.

Jaki$ czas temu (A3,) w Klubie 44 M pojawilo si¢ zaproponowane przeze mnie
zadanie numer |44%/(4444 + 4)| o nastepujace] tresci:

Na plaszczyinie znajdujg sie trzy kola o niepustym przecieciu. Przesuwamy kazde
kolo (niezaleinie) w taki sposdb, ze po przesunieciu $rodki kazdych dwdch kot sq
blizej siebie niz na poczgtku. Udowodnié, Ze przesuniete kola nadal majg niepuste
przeciecie.

Mysle, ze kazdemu Czytelnikowi teza tego zadania wydaje sie Oczywista, przez
duze O. Jeszcze bardziej przekonujacy jest rzut oka na kontrapozycje: jezeli
trzy kola maja puste przeciecie i przesuniemy je tak, ze ich érodki parami sie od
siebie oddala, to przesuniete kota musza mie¢ , jeszcze bardziej puste” przeciecie.
Trywialne, brakuje tylko dowodu.

Zadanie, w narzucajacej sie ogdlniejszej wersji dla zblizania dowolnej liczby
kul w R™ odkrylem w zbiorku ¢wiczen [I] do klasycznego podrecznika

z optymalizacji wypuktlej. Podane tam wskazéwki prowadzg do analitycznego
rozwiazania z uzyciem mnoznikéw Lagrange’a — w koncu ¢wiczenia sa po

to, zeby ¢wiczy¢ techniki przedstawione w ksiazce. Zaintrygowalo mnie to

i pomys$lalem, ze warto byloby poszukaé, choéby w dwdch wymiarach, bardziej
geometrycznego dowodu. Juz na pierwszy rzut oka zreszta widaé, ze trzy dyski
na plaszczyznie to pierwszy przypadek, w ktérym teza nie jest za darmo i cos
trzeba zrobi¢. Wiec zrébmy. Bedziemy sie zajmowacé nastepujacym wariantem,
réwnowaznym oryginalnemu, co Czytelnik bez trudu sprawdzi. (Jako ze

w tym numerze obchodzimy urodziny ligi zadaniowej, zadan pozostawionych
w prezencie dla Czytelnika bedzie sporo).

Zadanie 842(bis). Na plaszczyZnie znajduja sie dwa trojkaty ABC i A’B'C’,
przy czym ten drugi jest ,,mniejszy” w nastepujacym sensie:
B < |AB|, |B'C'|<|BC|, |C'A'| <|CA|
Woéwezas dla dowolnego punktu P tej plaszczyzny istnieje taki punkt P’ | ze
|P'A'| < |PA|, |P'B'|<|PB|, |P'C'|<|PC].
A oto szkic rozwiazania, zaadaptowanego z rozwigzania firmowego (A5,).

Najpierw zauwazamy, ze wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy liczba
_ |A'B'| |B'C| |C'A'|y - . . .
k max( TAB] > [BCT @ |CA| ) jest réwna 1. W przeciwnym razie, tzn. gdy

k < 1, wystarczy ,rozdmuchaé” jednokladnie tréjkat A’B'C’ w skali k~1, wzigé
rozwiazanie dla tego tréjkata, przeksztalci¢ je przez odwrotna jednokltadnosé
o skali k, i wszystkie pozadane nieréwnosci beda spelnione, nawet z naddatkiem:
|P’A’| < k-|PA|, |P'B'| <k-|PBj|, |P'C’'| < k- |PC|. Niech wigc k = 1, czyli bez
straty ogoélnosci
|A'B'| = |AB|, |B'C'|<|BC|, |C'A'|<|CA.
Aplikujac izometrie, ktéra na koniec mozemy odwrécié, mozemy wiec po prostu
przyja¢ A’ = A, B = B. Gléwna role odgrywa teraz symetralna £ odcinka C'C’.
Z nieréwnoéci
|BC'| = |B'C'| < |BC|, |AC!| = |A'C'| < |AC

wynika, ze punkty A, B, C’ leza po tej samej stronie £. Jezeli punkt P tez lezy po
tej stronie, to |PC’| < |PC|, i kladziemy po prostu P’ = P:

|P'A'| = |P'A| = |PA|, |P'B'|=|P'B|=|PB|, |P'C'|=|PC'|<|PC]|.
W przeciwnym razie niech P’ bedzie obrazem punktu P w symetrii wzgledem ¢
(rys. 1). Wtedy tez jest dobrze, bo prosta £ jest réwniez symetralna odcinka PP’
i punkty A, B, P’ leza po tej samej jej stronie, wiec:

|A'P'| = |AP'| < |AP|, |B'P'|=|BP'|<|BP|, |P'C'|=|PC]|.

W tym miejscu chcialbym sprostowaé stwierdzenie Redaktora Ligi z dorocznego
oméwienia (AZ,), jakoby nadestane rozwiazania ,ustepowaly jednak prostota
rozwiazaniu, jakie znalazl autor zadania, i ktore zostalo wydrukowane jako
firmowe”. Powinno by¢: ,rozwiazaniu, ktére wypracowali autor zadania
i Redaktor Ligi” w trzech iteracjach: moje rozwiazanie (elementarne, ale nieco
bolesne) zostalo znacznie ulepszone przez Redaktora, a na koniec jeszcze raz
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To jedyna praca opublikowana przez
Mojzesza Kirszbrauna (1903-1942), za to
ma ona wg Google Scholar prawie 500
cytowan. Po studiach pracowal jako
aktuariusz; zmart w getcie warszawskim
w 1942 r.

Zrédlo: Biblioteka Instytutu Matematyki
PAN] licencja CC-BY

Zagadnienie rosngcej objetosci przecigcia
i malejacej objetosci sumy
teoriomnogosciowej zblizajacych si¢ kul to
osobna puszka Pandory, ktérej tutaj nie
otwieramy. Haslo dla zainteresowanych:
hipoteza Knesera—Poulsena.

A
b c
&
‘a B
C
A/
’
b o
()
Cl a' B/
Rys. 2

przeze mnie uproszczone. Proponujac zadanie, wyrazitem wprawdzie nadzieje, ze
w przysztosci przeczytam o tadniejszym podejsciu, ale nie spodziewatem sie, ze
w takich okolicznosciach. Za te zakulisowa wspdlprace bardzo dziekuje!

To tyle historii, teraz pora na Historie przez duze H, ktora odkrytem dopiero
jaki$ czas péiniej (i dobrze, bo obarczony ta wiedza nie odwazylbym sie
zaproponowadé zadania). Zgodnie z regulaminem ligi ocene maksymalna mozna
otrzymac za podanie odsylacza do literatury, ,pod warunkiem, ze w cytowanym
zrodle znajduje sie pelne rozwiazanie”. W takim razie kilka os6b mogloby dostaé
punkt za odestanie do swoich wtasnych prac, gdyby tylko Klub 44 mial nie 44,
ale chociaz 99 lat. Jako pierwszy — polski matematyk Mojzesz Kirszbraun,
ktorego praca magisterska na Uniwersytecie Warszawskim z 1930 roku,
opublikowana w Fundamenta Mathematicae w roku 1934 [4], zawiera taki lemat:
Satz 17, Be sei in N ein Systeml ;{[E’i}'—ivon n-1 Kugeln mit
den Mittelpunkien a; und Radien ¢ gegehen; p sei ein gemeinsamer
Punkt dieser Kugeln mdmﬁi}ﬂ ein System vom Punkten, die fiir
jedes i=1,2,..., n41 und j=1,2...,, n-41, die Bedingung
o by, b)) << o (ay @) erfiillen ),
Ist . jgﬂ] das System der Kugeln mit den Mittelpunkien b, und
Radien ¢, -~ o gibt es wmindestens einan Punkt g, der allen Kugeln
K} gemeinsam ist,

Jest to nic innego, jak zadanie 842 dla n + 1 kul n-wymiarowych w przestrzeni R".
Ten sam lemat odkrywali p6Zniej inni autorzy (odnosniki w [5]), ktorzy tak jak
Kirszbraun potrzebowali go, aby... ale o tym za chwile. Punkty ligowe zebraltby
nawet sam Michail Gromow [3], ktéry pokazal, ze przeciecie két po przesunieciu
nie tylko jest niepuste, ale ma wigksza powierzchnie niz przed przesunieciem.
Pierwszym, ktéry poswiecil cala notke wylacznie naszemu zadaniu (dla dowolnej
liczby kul w dowolnym wymiarze), byl Isaac J. Schoenberg [5]. Jego kroétki,
analityczny dowdd jest ekstraktem z prac poprzednikéw i w réznych wariantach
wystepuje w pozniejszych zrodtach. Mozemy przesledzié jego gtéwna idee dla
naszego zadania. Zeby nie komplikowaé, ograniczymy sie do sytuacji, gdy
punkt P lezy wewnatrz trojkata ABC. Zamiast pracowicie szukaé punktu P’,
wezmiemy od razu najlepszego mozliwego kandydata i wykazemy, ze jest on
wystarczajaco dobry. Zdefiniujmy wigec P’ jako punkt, ktéry minimalizuje

wartos¢ wyrazenia Pra| PR |PIC|

" < [PA]" [PB]" [PC] ) ’
i niech to minimum wynosi A. Chcemy pokazaé, ze A < 1. Zauwazmy, Ze
P’ lezy w trojkacie A’B’C’, bo w przeciwnym razie mogliby$Smy przesunaé go
w strone tego tréjkata, zmniejszajac jednoczesnie wszystkie trzy odleglosci
|P'A'|,|P'B’|,|P'C"|, co przeczy minimalnoéci. Zeby znowu ulatwi¢ sobie zycie,
rozpatrzymy tylko przypadek, gdy P’ lezy SciSle we wnetrzu trojkata A’ B'C’.
Zauwazmy, ze wOwczas

|P/A/| B |P/B/| B |P/C/| B

|PA| — |PB|  |PC|
z przyczyn podobnych jak poprzednio: gdyby nie wszystkie trzy stosunki
|[P’A’| o |P'B'| o |P'C] |PA'| o IP'C] g
[PA] Z TPB] © [PC| [PA]| [PCT »
przesuwajac P’ odrobine w strone boku A’B’, mogliby$Smy uzyskaé lepsze
minimum. Jestedmy wiec w sytuacji z rysunku 2. Przypu$émy wbrew tezie, ze
A > 1. Korzystajac z twierdzenia cosinuséw i pamigtajac, ze a’ < a, dostajemy
oszacowanie:

A,

byly rowne, powiedzmy A = oraz

2
A2y2 £ A222 — g2 _y2+zz—(“7) v+ 22 — a2
= >
2X\2yz 2yz 2yz

wiec o/ < a. Ale analogicznie 5’ < 817" < v — sprzeczno$é, wiec jednak A < 1.
Schoenberg opowiada ten dowoéd w jezyku wektoréw i iloczynu skalarnego w R”™,
co pozwala mu za jednym zamachem rozprawié sie ze wszystkimi konfiguracjami,
ktére pominelismy, ale esencja pozostaje ta sama.

cosa’ = = cosa,

Podsumujmy i rozszerzmy to, co juz wiemy. Teza zachodzi przy przesuwaniu
n + 1 kul n-wymiarowych w R". Jeden z podstawowych rezultatow w geometrii
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wypuklej, twierdzenie Helly’ego, glosi, ze jezeli mamy taka rodzing zbioréw
wypuktych w R", ze kazde n + 1 zbioréw z tej rodziny ma niepuste przeciecie,
to wszystkie zbiory maja niepuste przeciecie. Stad wniosek, ze nasza teza
zachodzi dla dowolnie wielu (nawet nieskonczenie wielu) kul. Co wiecej, zestawy
punktéw A, B,C,P...i A", B’,C', P' ... z zadania 842(bis) moga leze¢ w rdznych
przestrzeniach, co pozostawiamy jako ¢wiczenie. Reasumujac to wszystko,
dochodzimy do nastepujacego uogélnienia.

Lemat. Niech {A;}ic;r CRY i {A!};c; € RM beda dowolnymi zbiorami punktéw
indeksowanymi tym samym zbiorem indekséw I. Zatézmy, ze dla dowolnych

i,j € I mamy |A]A%[ < [A;A4;|. Wtedy dla dowolnego punktu P € RY istnieje taki
punkt P’ € RM ze |P’Al| < |PA;| dla wszystkich i € 1.

Mozemy wreszcie zdradzié¢, do czego Kirszbraun i jego nastepcy uzywali tego
lematu. Waznym tematem w analizie i topologii jest zagadnienie przedtuzania
Szésta edycja konkursu funkcji. Majac dang funkcje f : U — V i wigksza dziedzing U’ O U, chcemy

na opowiadanie fantastycznonaukowe pryzedtuzy¢ f z U na U’, to znaczy znalezé taka funkcje f: U’ — V, ze

Polskiej Fundacji Fantastyki Py , L . L.
Naukowej f(X) = f(X) dla argumentéw X € U. Przedluzenie f powinno zachowywaé rézne
Kazdego roku Polska Fundacja Fantastyki adne wlasnosci funkcji f, ktorymi akurat jesteSmy zainteresowani. Klasyczny
Naukowej organizuje konkurs literacki dla RPN N : : . : :
debiutantéw piszacych w gatunku science przyklad. “}\?[ZEh A CR ‘]eSt. ZF)IOI‘GIH dOI.I.lk?lety.Inl’to lj{vaZd@ f;\l}[ﬂkc‘].(ﬁ Cl@gl%
fiction. f: A— RY mozna przedtuzyé do funkcji ciagltej f: RY — RY. Kirszbraun
Kazdy autor, ktéry ukoriczyl 18 lat i nie ~ rozwazal problem przedluzania dla funkcji lipschitzowskich. Funkcja f spelnia

wydal jeszcze zadnej ksigzki, lub wydat : :
o majwyic] jedna keinzke droga warunek Lipschitza ze stala L, gdy

self-publishingu, moze nadestaé jeden |f(X)f(Y)| <L- ‘XY|
nigdzie dotad niepublikowany utwér . , . . , L.
prozatorski o objetosci 15000-50 000 dla wszystkich argumentéw X, Y, czyli gdy nie oddala punktéw bardziej niz

znakow ze spacjami w terminie od
01.07.2025 do 30.09.2025 na adres

mailowy podany w regulaminie. Przestane . . . . os 1s . . .
teksty spekulatywne muszg, byé Twierdzenie o przedltuzaniu funkcji lipschitzowskich (Kirszbraun).

pozbawione watkéw nadprzyrodzonych Niech f: A — RM bedzie funkcjg okreslong na dowolnym podzbiorze A C RN
1 rownoczesnie opilerac Si¢ w znaczgcyim . . . . .
stopniu na fundamencie obowigzujacych  SPetniajacg warunek Lipschitza |f(X)f(Y)| < L - |XY| dla wszystkich X,Y € A.

praw, teorii albo prognoz naukowych Wtedy f mozna przediuzyé do funkcji f : RN — RM spetniajqcej warunek
badz na ich logicznym rozwinigciu, ~ ~

zgodnym ze wspolezesna wiedza naukows. Lipschitza |f(X)f(Y)| < L-|XY| dla wszystkich X, Y € RN, 2 tq samq stalg L.

Zwycigskie opowiadania zostang 2 . o P 4 o .
opublikowane drukiem w Antologii Dowdéd przeprowadzimy dla L = 1, pozostawiajac ogdlna wersje jako zadanie.

Polskiej Fantastyki Naukowej za rok 2026, Nastepujace dwa zbiory punktéw:
przygotowanej nakladem

Wydawnictwa IX. A Q RN oraz A, = {f(X) . X e A} g RM
Regulamin konkursu znalez¢ mozna na indeksowane zbiorem A spelniajg zalozenia lematu. Wezmy teraz dowolny punkt
stronie: ibtps //ptfn. ove. pl/konkurs/ P c RV \ A i zastosujmy do niego lemat, dostajac na wyjéciu punkt P’ € RM,
Autorka grafiki: Vivi Ekhart = ~
Zdefiniujmy po prostu f(P) = P’ (oraz, oczywiscie, f(X) = f(X) dla X € A).
Na mocy lematu funkeja f spelnia warunek |f(X)f(Y)| < | XY dla wszystkich
X, Y € AU{P}.
Umiemy wiec skonstruowaé¢ odpowiednie przedhuzenie funkcji f na dowolny
nowy punkt P. A potem na nastepny i kolejny. Dowdéd mozna dokonczy¢ na

L razy. Pora wreszcie na nastepujace:

Literatura rézne sposoby, zaleznie od matematycznego wyrafinowania Czytelnika, na

(1 E/;ilpd};‘;%ioﬁ a;‘g d%;f:ﬁ; xercises | Przvklad z lematu Kuratowskiego-Zorna (bierzemy maksymalne przediuzenie;
for convexgop;timization, jego dziedzing musi byé¢ cate RV, bo inaczej moglibyémy ta sama metoda
Ziﬁi’iiﬁ 1/1 itzizr?l”;lg :T’Xgrp/ cvxbook_ | rozszerzyé go o jeszcze jeden punkt, przeczac maksymalnosci) albo bardziej

[2] Ludwig Danzer, Branko Griinbaum, elementarnie, przedtuzajac przez indukcje na wszystkie punkty o wspoétrzednych
and Victor Klee. Helly’s Theorem and  wymiernych i nastepnie ucigglajac w jedyny mozliwy sposob. O

its relatives. In Convezity:
Proceedings of the Seventh 111 : . . . . . . .
Symposium in Pure Mathematics of Whikliwy Czyteln%k 'zauwa.zy, ze tw1e'rd'ze'me Kl'rsz.brauna.l poprz'edza‘]qcy go.
the American Mathematical Society, —lemat to w zasadzie jedno i to samo: jezeli przyjmiemy twierdzenie za prawdziwe,
volume 7, page 101. American . : : : . . o1 o
Mathomatical Soc.. 1063, to lem.at,la'vvle;c'l rozwiazanie zadania 842, dostajemy za darmo (jak? to juz
[3] Mikhail Gromov. Monotonicity of the —OStatnie CW]CZQH]G!).
volume of intersection of balls.

Geometrical Aspects of Functional Na koniec pozwolmy, aby i Klub 44 dotozyt swéj maty kamyczek do tej
Analysts, pages 1-4, 1987. s . . . s . .
[4] Mojsesz D. Kirssbraun. Uber die Historii. W obszernej przegladowej pracy o zastosowaniach twierdzenia

zusammenzichende und Lipschitzsche  Helly’ego [2] str. 154] autorzy tak pisza, przez pryzmat twierdzenia Kirszbrauna,

Transformationen. Fundamenta . . . . . . . . .
Mathematicae, 22(1):77-108, 1934. o n-wymiarowej wersji zadania 842: ,Wszystkie dowody uzywaja narzedzi

[5] 1. J. Schoenberg. On a Theorem of analitycznych (iloczyn skalarny itp.), nawet w dwdch wymiarach, ale warto
Kirzbraun and Valentine. The s i ) ‘ : _
American Mathematical Monthly, bylol?y poszukaé bardziej geometrycznego dowodu”. W dwoch wymiarach
60(9):620-622, 1953. zrobione!
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